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Vorwort zur ersten Auflage. 


In ihren elementaren Teilen besteht. die Gruppentheorie aus einer _ 
Reihe vielleicht nicht immer vollig organisch zusammenhangender 
Methoden und Begriffe, und die Gliederung des Stoffes ist hier schon 
in hohem MaBe festgelegt. Wem unsere Darstellung etwas knapp er- 
scheint, den verweisen wir zur Erganzung auf die ausgezeichneten und 
ausfithrlichen Darstellungen von Weber (Algebra, Bd. 2) und von Netto 
(Gruppen- und Substitutionentheorie, Leipzig 1908). Beim Studium 
dieser Anfangsteile braucht man sich keineswegs streng an die Reihen- 

| folge der Paragraphen zu halten, sondern im allgemeinen werden die 
5 ersten Paragraphen der einzelnen Kapitel leicht verstandlich sein, die 
spateren dagegen wesentlich schwerer. 
8 Erst mit der Theorie der Substitutionsgruppen setzt eine weit- 
< tragende und systematische Theorie ein, die, wie wir am SchluB zu 
_ zeigen versuchen, noch lange nicht ausgeschdpft ist. Sie kommt im 
© Grunde auf eine zahlentheoretische Behandlungsweise heraus, deren 
Terminologie (Produkt, Multiplizieren usw.) ja bereits von Anfang an 
‘erscheint. 
>» Entsprechend dem Plane dieser Sammlung von Einzeldarstellungen 
~wurde den Anwendungen besondere Aufmerksamkeit gewidmet. Neben 
Smannigfaltigen algebraischen und zahlentheoretischen Satzen kommt 
hier in erster Linie die Krystallographie in Betracht. Diese besitzt ja 
gegeniiber allen anderen Fallen des Gelingens mathematischer Natur- 
beschreibung den Vorzug groBter begrifflicher Einfachheit und strengster 
arithmetischer Prazision. 

Bei der Durchsicht der Korrekturen haben mich die Herren Prof. 
Dr. R. Courant, Prof. Dr. R. Fueter und Prof. Dr. G. Pélya unterstiitzt 
und auf manche Verbesserungen hingewiesen, wofiir ihnen hier aufs 
beste gedankt sei. 

Mein Dank gilt ferner meiner Frau, die mir bei der Herstellung 
des Manuskriptes geholfen hat. 


Zirich, im Dezember 1922. 
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A. Speiser. 


Vorwort zur zweiten Auflage. 


In dieser zweiten Auflage sind die Kapitel tiber Abe/sche Gruppen 
und die einleitenden Abschnitte iiber die Substitutionsgruppen aus- 
fiihrlicher gestaltet worden. Bei der grofen Bedeutung, welche die 
Gruppentheorie in der Krystallographie gewinnt, schien es mir er- 
wiinscht, auch das entsprechende Problem der Ebenensymmetrien 
darzustellen. Dabei gewahrte ich, daB diese Probleme schon von den 
Agyptern in ihrer Ornamentik gelést worden sind. Die Folgerungen 
fiir die Geschichte der Mathematik habe ich in einem einleitenden 
Abschnitt angedeutet. Ein weiterer einleitender Aufsatz behandelt die 
Ableitung der Gruppen aus Gruppoiden, ein Problem, das wahrschein- 
lich an einzelnen Fallen auch schon im Altertum, mit der dialektischen 
Methode, behandelt worden ist. 

Die Lektiire dieses Buches kann ebensogut mit dem 6. oder 
8: Kapitel als mit dem ersten begonnen werden. Die Auisuchung 
samtlicher Symmetrien eines Ornamentes Kann als beste Einfiihrung 
in den Gruppenbegriff empfohlen werden, sie wird als methodisches 
Hilfsmittel auch von den Krystallographen angewandt. 

Auch sonst hat der Text im einzelnen manche Anderungen er- 
fahren, besonders durch die wertvolle Hilfe, welche mir von verschie- 
denen Kollegen zuteil geworden ist. Den ersten Teil, bis zu den 
Substitutionsgruppen, hat Herr Privatdozent Dr. Bessel-Hagen einer 
eingehenden Revision unterzogen, von deren Resultaten ich ausgiebig 
Gebrauch gemacht habe. Fiir die Substitutionsgruppen verdanke ich 
vor allem Herrn Prof. Dr. Fueter wichtige Hinweise. Beide Herren 
sowie Herr J. J]. Burckhardt haben mich bei der Durchsicht der 
Korrekturen unterstiitzt, manche weiteren Fachgenossen haben mir ihre 
Bemerkungen mitgeteilt. Ihnen allen spreche ich auch an dieser Stelle 
meinen Dank aus, ebenso der Verlagsbuchhandlung Julius Springer fiir 
ihr groBes Entgegenkommen bei der Drucklegung. 


Zirich, im August 1927. 
A. Speiser. 


Vorwort zur dritten Auflage. 


Auch fir diese dritte Auflage ist mir von verschiedenen Kollegen 
wertvolle Hilfe zuteil geworden. Ich méchte vor allem Herrn K. Witt 
nennen, der mich in Ziirich besuchte und mir vieles mitgeteilt hat, 
das ich verwerten konnte; auBer dem im Text erwadhnten nenne ich 
noch besonders die schénen Untersuchungen von Hall. Die neuere 
Entwicklung der Physik legte es nahe, die Lehre von den symmetrischen 
Gruppen ausfiihrlicher darzustellen, ferner fiigte ich, ebenfalls von 
dieser Seite angeregt, einen Abschnitt iiber die algebraischen In- und 
Kovarianten hinzu, hoffend, daB auf diesem Wege diese etwas in den 
Hintergrund getretene Theorie wieder zu Ehren kommt. 

Fiir die Korrektur wurde ich von Herrn Dr. E. Trost wesentlich 
unterstiitzt. Den beiden genannten Herrn, sowie der Verlagsbuch- 
handlung Julius Springer spreche ich meinen besten Dank aus. 


Zirich, im September 1937. 


A. Speiser. 
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Einleitung. 


In dieser Einleitung habe ich zwei voneinander unabhangige Auf- 
sitze zusammengestellt, welche mir zur Einfithrung in die Gruppen- 
theorie geeignet erscheinen. Ich ,bemerke jedoch, daB die Kenntnis 
ihres Inhaltes in der Folge nhirgends vorausgesetzt wird, so daB der 
Leser sie ruhig tiberschlagen kann. 


I. Zur Vorgeschichte der Gruppentheorie. 

Lange bevor man sich mit Permutationen beschaftigte, wurden 
mathematische Figuren konstruiert, die auf das engste mit der Gruppen- 
theorie zusammenhangen und nur mit gruppentheoretischen Begriffen 
erfaBt werden k6nnen, nadmlich die regularen Muster, welche durch 
Bewegungen und Spiegelungen mit sich selbst zur Deckung gebracht 
werden k6nnen. Sie bilden zusammen mit der Musik einen Haupt- 
gegenstand der hdheren Mathematik im Altertum. Insbesondere be- 
stand die von den Griechen viel bewunderte agyptische Mathematik 
zweifellos in der Auffindung solcher Figuren. In den Nekropolen von 
Theben sind prachtvolle Exemplare dieser Geometrie heute noch vor- 
handen, einige derselben sind im 6. Kapitel reproduziert. Wahrend 
diese 4gyptischen Ornamente meist einen sog. ,,unendlichen Rapport“ 
enthalten, d.h. allseitig in der Ebene ins Unendliche fortgesetzt werden 
konnten, beschranken sich die uns erhaltenen griechischen Schriften 
dieser Art auf Figuren, welche ganz im Endlichen liegen und nur endlich 
viele Symmetrien aufweisen, namlich auf die regularen Polygone und 
Polyeder. Das klassische Werk fiir dieses Gebiet der Mathematik bilden 
die Elemente von Euklid. Es enthalt die vollstandige geometrische 
und arithmetische Theorie der regularen Dreiecke, Vierecke, Fiinf- 
ecke, Sechsecke und Ftinfzehnecke, sowie der fiinf regularen Korper, 
deren Untersuchung Plato gefordert hatte, weil er sie fiir den Bau 
der Atome gebrauchte. Hierzu waren Untersuchungen tiber biquadra- 
tische Irrationalitaten erforderlich, sie sind in dem umfangreichen und 
schwierigen 10. Buch enthalten. Das letzte Theorem des Werkes, im 
13. Buch, gibt die fiir die Gruppentheorie fundamentale Konstruktion 
des Pentagondodekaeders auf den Kanten des Wiirfels. Man kann 
sagen, daB ein groBer Teil des Euklidischen Werkes in das Gebiet der 
heutigen algebraischen Zahlentheorie und Gruppentheorie gehért. - 

Aber schon vor der Zeit Euklids hat die griechische Mathe- 
matik sich anderen Fragen zugewendet, namlich der kontinuierlichen 
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Geometrie. Die Grundlagen derselben finden sich zerstreut in dem Eukli- 
dischen Werk selber; die uns erhaltenen Arbeiten von Archimedes und 
Apollonius beschaftigen sich durchgehends mit solchen Problemen, 
insbesondere mit den Kegelschnitten. Doch wissen wir, daB Archimedes 
die sog. halbregularen Kérper bearbeitet hat, ferner ist kiirzlich die 
Konstruktion des regularen Siebenecks durch Archimedes wiedergefunden 
worden (Isis 1926). 


Jedenfalls hat die mathematische Tradition der Agypter und Euklids 
in der Kunst, insbesondere in der Architektur und ihren Ornamenten, 
weiter gelebt. Der wichtigste Teil des sog. 15. Buches der Elemente 
von Euklid besteht aus Satzen, die nach Tannery (Werke Bd. 1, S. 64 
und Bd. 2, S.118) von Isidorus von Milet, einem der Architekten der 
Sophienkirche in Konstantinopel, stammen. In der arabischen und 
persischen: Kunst erlebte die agyptische Ornamentik einen neuen ge- 
waltigen Aufschwung und schuf Gebilde von unerhérter Vollendung 
und mathematischer Tiefe. Die Abb. 40 und 41 geben Proben davon. 
Auch die sog. Arabesken gehdéren hierher. Sie verdanken ihre Lebendig- 
keit und Mannigfaltigkeit ausschlieBlich der Geometrie, denn die stili- 
sierten Blatter, die sich darin finden, haben ihre Form fast unveradndert 
durch die Jahrhunderte beibehalten (vgl. A. Rzegl, Stilfragen S. 260 und 
262). Ahnliche Figuren finden sich in Menge an romanischen Domen, 
z. B. enthalt das Portal von San Ambrogio in Mailand eine ganze Muster- 
karte von Borten- und Flachenornamenten. In der gotischen Archi- 
tektur trifft man sogar komplizierte Raumgruppen. Das schénste mir 
bekannte Beispiel wird von den aufeinander gestellten sechseckigen 
Prismen im Helm des Stra8burger Miinsters gebildet. Der Architekt 
war Johannes Hiiltz von K6ln (etwa 1430). GrundriB und AufriB sind 
z. B. in G. Dehio, Geschichte der deutschen Kunst, 2. Band der Abbil- 
dungen, S. 56 und 60, reproduziert. 


Die regularen K6rper tauchen wieder auf in der Kosmographie 
Keplers, wo sie die Sternspharen aufspannen; ihre Beschreibung bildet 
einen groBen Teil der beiden herrlichen Kepleyschen Werke: Prodro- 
mus, 1596 (iibersetzt von M.Caspar unter dem Titel ,,Das Welt- 
geheimnis“, Augsburg 1923) und Harmonice mundi 1619. Letzteres 
enthalt eine Art von Synthese der regularen Polyeder und der Lehre 
von den Kegelschnittén zur Beschreibung des Weltbaues. Gleich darauf 
verschwindet die Gruppentheorie, wie im Altertum, und die kontinuier- 
liche Geometrie beherrscht das Interesse, bis in neuester Zeit die Lehre 
vom Bau der Krystalle den wunderbaren Zusammenhang der Atom- 
konfigurationen mit den Raumgruppen aufgedeckt und damit die Ver- 
mttungen Platos noch weit tibertroffen hat. 


Leider sind die agyptischen und arabischen Ornamente bisher nie 
nach ihrem geometrischen Gehalt untersucht worden, und so bleibt 
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eines der schénsten Kapitel der Geschichte der Mathematik noch zu 
schreiben. Man hat den Inhalt der vorgriechischen Mathematik in 
Fragen der elementaren Geometrie gesucht (vgl. z. B. M. Cantor, 
Geschichte der Mathematik, Bd. 1). Aber abgesehen von dem selbstver- 
standlichen Urbestand scheinen diese Probleme nicht so sehr alt zu 
sein. Auch in der Musik sind die Fingeriibungen spater als die Kompo- 
sitionen, fiir deren Exekution sie gemacht sind. Schon die ausgesprochene 
Neigung zum Langweiligen, welche wohl unvermeidlich der elementaren 
Mathematik anhaftet, spricht eher fiir die spate Entstehung, denn der 
schépferische Mathematiker wird sich mit Vorliebe den interessanten 
und schénen Problemen zuwenden. 

Sieht man dagegen die Konstruktion symmetrischer Figuren als In- 
halt der friihen Mathematik an, so versteht man die hohe Stellung 
oberhalb aller Kunst, welche sie bei den Griechen eingenommen hat. 
Man. versteht, daB Plato sie als das Band, welches die Ideen mit der 
- Materie verkniipft, ‘bezeichnet hat. Dieses kann doch unméglich in 
Kongruenzsatzen, auch nicht im pythagoreischen Lehrsatz bestanden 
haben, vielmehr ist es nach den Angaben im Timaus die Form der 
regularen Polyeder. Diese als raumaufspannende Flachen aufgefaBten 
Figuren konstituieren die Elemente, und indem Plato die Natur der 
AuBenwelt in ihren elementaren Teilen als etwas mathematisches er- 
kannte, schien ihm das Hauptproblem aller realistischen Philosophie, 
welche das Geistige als das allein Wirkliche behauptet, namlich die 
Existenz der sinnlich wahrnehmbaren Natur, gelést zu sein: auch in 
ihr nehmen wir in Wirklichkeit etwas Geistiges wahr. 

So zeigt uns die Vorgeschichte der Gruppentheorie, daB8 wir die 
Anfange der hdheren Mathematik vielleicht um 1000 Jahre frither 
legen miissen, als man es bisher getan hat, und da8B die griechische 
Mathematik ankniipft an eine agyptische Tradition, die mindestens in 
die 18. Dynastie, also in die Zeit von 1500 v. Chr., zuriickreicht. Ferner 
ergeben sich enge Beziehungen zwischen der Mathematik und der 
Kunst, die jederzeit wieder aufgenommen werden konnen. 

Zum SchluB méchte ich noch darauf hinweisen, daB die heutige 
Mathematik einstweilen nicht imstande ist, alles mathematisch ErfaB- 
bare in der Kunst wiederzugeben. Insbesondere sind in der Musik noch 
manche Geheimnisse verborgen; wir wissen z.B. nur sehr weniges 
dariiber, wie Bach seine Fugen ausgearbeitet hat. Immerhin haben die 
neuesten Untersuchungen von Busoni, Lorenz, Werker, Graeser u. a. 
schon sehr bemerkenswerte Resultate geliefert. Stets handelt es sich 
um Dinge, die man mit dem Sammelnamen ,,Symmetrien“ bezeichnen 
kann; freilich sind sie in der Musik, wo es sich um einen zeitlichen 
Ablauf, nicht um eine raumliche Ausbreitung handelt, etwas anderer 
Natur als in der Ornamentik, aber die Verwandtschaft der beiden Kiinste 
ist klar. 


1* 


4 Einleitung. 


II. Ableitung des Gruppenbegriffs aus den 
Permutationen. 


In der elementaren Algebra werden die Vertauschungen von Dingen 
betrachtet. Man denkt sich m feste Stellen, die mit ~ Gegenstanden,. 
den sog. Variablen, so ausgefillt werden, daB jede Stelle genau eine 
Variable enthalt. Eine solche Verteilung wird in der Elementarmathe- 
matik Permutation genannt; wir wollen dafiir aber lieber das Wort 
,»Anordnung’ oder etwas allgemeiner ,,Zustand‘‘ der Variablen ge- 
brauchen, denn in der Gruppentheorie bedeutet das Wort Permuta- 
tion etwas ganz anderes. Man zeigt nun leicht, daB es genau m! ver- 
schiedene Anordnungen gibt, und mit derartigen Fragen tiber Anzahlen 
von Kombinationen begniigt sich die elementare Theorie. 

Diese Anordnungen von Dingen enthalten aber ein Geheimnis, 
und um dieses aufzudecken, miissen wir etwas genauer auf den Gegen- 
stand eingehen. Wir beschranken uns auf den Fall von drei Stellen 
und drei Variablen und erhalten 6 Anordnungen, die ich in folgender 
Weise numeriere: 

I. (1,,.<253°3) Ih. ..3,,1) ITT. 15.2) 
TV AE, Spurs) Ve (S,s cetapch) Vite, wale 

Die Variablen sind hier einfach mit 1, 2, 3 bezeichnet. Sie haben 
den Namen ,,Variable‘‘ von der Tatsache, daB sie von einer Stelle zu 
einer anderen bewegt werden kénnen, und wir wollen jetzt eine solche 
Bewegung betrachten, d.h. den Ubergang von einer Anordnung in 
eine beliebige der 6 Anordnungen. Hierbei kommt es gar nicht darauf 
an, wie die Bewegung ausgefiihrt wird, es handelt sich vielmehr nur 
um den Inbegriff eines Anfangszustandes und eines Endzustandes. 
Da wir am Anfang und am Ende eine beliebige der 6 Anordnungen 
haben kénnen, so gibt es genau 36 Uberginge, und diese wollen wir 
nun naher betrachten. Zu ihrer Bezeichnung schreiben wir erst die 
Nummer des Anfangszustandes, dann machen wir einen Pfeil, dann 
schreiben wir die Nummer des Endzustandes hin. So bedeutet II > V, 
daB die Anordnung (2, 3, 1) in die Anordnung (3, 2, 1) iibergefiihrt wird. 
Wir kénnen zwei Ubergange dann und nur dann nacheinander aus- 
fiihren, wenn der Anfangszustand des zweiten mit dem Endzustand 
des ersten iibereinstimmt. Das Resultat ist dann die Uberfiihrung des 
ersten Zustandes in den letzten unter Umgehung des mittleren. So lassen 
sich z.B. I+ III und III- VI hintereinander ausfiihren und ergeben 
als Resultat I VI. Dagegen ist der Ubergang I> III nicht mit I> II 
zusammenzusetzen. Wir wollen dieses Verhalten, ohne auf eine nahere 
Definition einzugehen, dadurch ausdriicken, daB wir sagen: die 36 Uber- 
gange bilden ein Gruppoid, eine Bezeichnung, die von H. Brandt) 


1 Uber eine Verallgemeinerung des Gruppenbegriffs. Math. Ann. Bd. 96 (1926) 
S. 360—366. 
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herriihrt. Unsere Hauptaufgabe ist nun die, vom Gruppoid zur Gruppe 
zu gelangen, und um das zu erlautern, wahle ich drei Beispiele, 
die jedermann bekannt sind, namlich den Raum, die Zahlen und 
die Zeit. 

Der Raum. Wir gehen aus von der Gesamtheit der Punkte des 
Euklidischen Raumes und betrachten den Ubergang von einem _be- 
liebigen Punkt A zu einem beliebigen Punkt B, der auch mit A iden- 
tisch sein darf. A->B nennen wir eine Strecke. Wiederum kénnen 
wir zwei Strecken zusammensetzen, wenn der Anfangspunkt der zweiten 
mit dem Endpunkt der ersten iibereinstimmt, und erhalten so aus 
A-~> Bund BC die Strecke A+C. Wenn dagegen die Bedingung 
nicht erfiillt ist, so kénnen wir die Strecken nicht zusammensetzen. 
Wiederum sagen wir, die Strecken im Raum bilden ein Gruppoid, 
wenn wir die eben definierte Art der Zusammensetzung zweier Strecken 
mit besonderer Eigenschaft beriicksichtigen. Aus dem Begriff der 
Strecke lost sich der Vektorbegriff dadurch los, daB man von der be- 
sonderen Lage der Strecke absieht und nur ihre GroBe und Richtung 
festhalt. Ein Vektor kann an einen beliebigen Punkt angeheftet werden 
und liefert dann eine ganz bestimmte Strecke, d.h. einen ganz be- 
stimmten Endpunkt. Er reprdsentiert also eine unendliche Menge 
von Strecken. Vektoren lassen sich nun ohne irgendeine Einschrankung 
zusammensetzen, und zwar benutzt man fiir diese ,,Vektoraddition“ 
zweier Vektoren zwei Strecken, die zusammensetzbar sind, und aus 
den Kongruenzsatzen folgt ohne weiteres, daB der zusammengesetzte 
Vektor unabhangig von der besonderen Wahl der Strecken ist. Wir 
driicken das, wiederum ohne nahere Definition, dadurch aus, daB wir 
sagen: die Vektoren bilden nach der Vektoraddition eine Gruppe. 

Zahl. Wir gehen aus von der Reihe der ganzen positiven Zahlen 
‘und nennen ihre Individuen die zahlenden Zahlen (Ordinalzahlen). 
Wiederum betrachten wir den Ubergang von einer.Zahl zu einer spateren 
und erhalten ein Gruppoid. Aber auch hier ldst sich aus einem solchen 
Ubergang, etwa 3 8, etwas heraus, was nicht an die beiden Grenzen 3 
und 8 gebunden ist, namlich die ,,Differenz‘‘ der beiden Zahlen. Sie 
kann an eine beliebige Zahl angeheftet werden und liefert immer eine 
bestimmte zweite, so ist 38 dieselbe Differenz wie 2+7 und wie 
0—5. Indem wir diese letztere Art der Darstellung, namlich die An- 
heftung an die Null, auszeichnen, bezeichnen wir die Differenz als die 
Zahl 5, nennen aber diesen neuen Zahlbegriff die gezdhlte Zahl (Kardinal- 
zahl). Gezahlte Zahlen lassen sich nun addieren. Freilich bilden sie 
noch keine Gruppe, vielmehr mu8 man noch eine Erweiterung auf die 
negativen ganzen Zahlen vornehmen. Dadurch erreicht man, dafB jede 
zahlende Zahl am Ende einer gezahlten Zahl auftreten kann. So ist 
z. B. 0 5 auch durch — 3 > 2 darstellbar. Bei den Vektoren im Raum 
war das selbstverstandlich, jeder Punkt kann als Endpunkt fiir einen 
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Vektor dienen. Die positiven und negativen gezahlten Zahlen bilden 
nach der Addition eine Gruppe. ; 

Zeit. Zur Deduktion der Zeit geht Aristoteles von der Bewegung 
aus; die er als Ubergang von einem Anfangszustand in einen End- 
zustand bezeichnet. Auch hier haben wir zunachst ein Gruppoid: zwei 
Ubergange oder Bewegungen lassen sich nur dann zusammensetzen, 
wenn der Anfangszustand der zweiten Bewegung mit dem Endzustand 
der ersten iibereinstimmt. Nun lést sich aber aus einer Bewegung etwas 
heraus, was durch eine Zahl gemessen werden kann, etwa durch die 
Umdrehung des Himmelsgewélbes wahrend der Bewegung, und diese 
Zahl 1aBt sich an jeden Zustand anheften, sie lieferf immer einen be- 
stimmten Endzustand. 

Die Uhr wird aus einem bloB sich bewegenden Instrument zu einem 
Zeitmesser erst durch eine Festsetzung von der folgenden Art: Jede 
volle Umdrehung des groBen Zeigers lrefert dieseibe Zert. 


Dies kénnte der Sinn der allerdings schon Plotin (Enn. III 7. 9) 
unverstandlichen Definition der Zeit durch Avzstoteles sein: 


Die Zeit ist die Zahl der Bewegung hinsichtlich des friither und 
spdter, die Zahl 1m Sinne der gezahlten Zahl genommen (Arist. Physik 
219b). 

Den Griechen scheint der Ubergang vom Gruppoid zur Gruppe in 
der eben beschriebenen Art erhebliche Schwierigkeiten geboten zu haben. 
Sie empfanden als typisch dafiir die Herauslésung des Tonintervalles 
aus dem Zweiklang, also z. B. der Quint aus C—G oder E—H. Ihre 
Proportionenlehre sieht daher in dem Gemeinsamen von 4:2 und 6:3 
ein Intervall, und dem, was wir Produkt zweier Quotienten nennen, 
geben sie den Namen der Summe: Quint + Quart = Oktave, aber 
3/2 - 4/3 = 2/1 (vgl. hierzu P. Tannery, Du role de la musique grecque, 
Bibl. math. 3. Folge Bd. 3 und Werke 3. Bd. S. 68). 

Dieser Aufstieg von der Strecke zum Vektor, von der Ordinalzahl 
zur Kardinalzahl, von der Bewegung zur Zeit, vom Zweiklang zum 
Intervall, allgemein vom Gruppoid zur Gruppe laBt sich auch an den 
Vertauschungen von Dingen ausfiihren, und erst an diesem Beispiel ist 
die Tragweite des Gruppenbegriffs klar geworden. 


Erfordert wird nach den friiheren Beispielen, daB sich aus dem 
Ubergang von einer Anordnung zu einer anderen eine Operation heraus- 
lést, welche auf jede Anordnung ausgetibt werden kann und stets eine 
bestimmte zweite liefert. Ferner miissen unter den resultierenden An- 
ordnungen die saémtlichen genau einmal auftreten. £. Galois driickt 
dies (manuscrits publiés par Tannery 1908, p. 8) folgendermaBen aus: 
Ce qui caractérise un groupe: On peut partir d’une des permutations. 
quelconques du growpe. Hier ist ,,permutation‘‘ im Sinne von ,,Anord- 
nung’ gebraucht. 
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Die Operation, welche dies leistet, ist die Substitution. Aus dem 
Ubergang der beliebigen Anordnung (a, 0, c) in die Anordnung (d, e, f) 
entnehmen wir bloB folgende drei Tatsachen: 


a wird ersetzt durch d, 
b ” ” ” é, 
c ” ” ” f: 


Betrachten wir ein Beispiel: Der Ubergang von I in II besagt, als 
Substitution aufgefaBt, daB 1 in 2, 2 in 3 und 3 in 1 tibergefiihrt wird, 
oder kurz ausgedriickt, daB die drei Variablen 1, 2, 3 zyklisch vertauscht 
werden. Diese Operation la8t sich auf jede Anordnung anwenden und 
liefert immer eine bestimmte resultierende Anordnung. Man erhalt 
so genau 6 ,,Darstellungen“ der Operation, die im folgenden so wieder- 
gegeben sind, daB die Anfangsanordnung in eine erste, die Endordnung 
in eine zweite Zeile geschrieben wird. Dadurch wird der Ubergang zur 
Substitution erleichtert, man hat einfach jede Variable durch die darunter 
stehende zu ersetzen. 


RR BWR se ae ed BM FF 2 wy ae Ws e-em I ay Bl 
Bed, eb}i wel, 27 \ 1-2, 3). \2, 19 3) \1,_3, 2 Geos 
Beniitzen wir die Numerierung der Anordnungen und als Bezeichnung 

des Uberganges einen Pfeil so erhalten wir folgendes: 


boll In, il>t, IV-—Vvi, V= Iv, viv. 


Man verifiziert, da8 auch als Resultat alle 6 Anordnungen gerade ein- 
mal auftreten. 

Im Deutschen bezeichnet man derartige Substitutionen als Permu- 
- tationen, und wir wollen uns diesem Sprachgebrauch anschlieBen. Man 
sieht aber, daB sie etwas ganz Verschiedenes von dem sind, was in der 
elementaren Mathematik mit diesem Wort bézeichnet wird. 

Da es bei 3 Variabeln 36 Ubergange gibt und jede Permutation 
genau 6 derselben beansprucht, so gibt es 6 Permutationen von 3 Dingen, 
die man gewohnlich so notiert, daB die erste Anordnung die natiirliche 
Aufeinanderfolge der Zahlen 1, 2, 3 ist. Die zweite ist dann eine der 
6 méglichen Anordnungen. Unter ihnen kommt die identische Per- 
mutation vor, welche die Variabeln unverandert laBt. Sie spielt in der 
Gruppentheorie die Rolle der Einheit bei der Multiplikation und muB8 
immer mitgezahlt werden. 

Zwei Permutationen lassen sich stets zusammensetzen und ergeben 
als Resultat wieder eine Permutation. Fiihrt die erste Permutation 
die Variable a in } iiber und die zweite 6} in c, so fiihrt die zusammen- 
gesetzte Permutation a in c iiber. Wahlen wir als Beispiel die Zu- 
sammensetzung der beiden Permutationen 


Leen d De2ue3 
223.1 Kae: Detead | 
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von denen die erste die zyklische Vertauschung der drei Variabeln, 
die zweite dagegen die Vertauschung der beiden ersten Variabeln be- 
deutet, so verfahrt man so, daB man fiir die zweite diejenige Darstellung 
benutzt, deren erste Zeile mit der letzten der vorherigen tibereinstimmt, 


namlich 
ied aad 
1s eae) Ps 


Die zusammengesetzte Permutation wird jetzt folgende: 


1, 2,3 

i 3, a 
d.h. die Vertauschung der Variabeln 2 und 3. Hatten wir die Reihen- 
folge der beiden Permutationen vertauscht, so hatte sich folgendes 


Resultat ergeben: 
Laue 
a ee ee bee 


d.h. die Vertauschung der ersten mit der dritten Variabeln. Bez der 
Zusammensetzung von Permutationen ist daher die Rethenfolge zu be- 
achten, sie gentigt nicht dem kommutativen Gesetz. Hierin liegt wohl die 
prinzipielle Bedeutung der Theorie der Permutationen, sie ist ein Vor- 
stoB in das Gebiet des nicht-Kommutativen. Die Vektoraddition ist 
bekanntlich kommutativ. 

Man kann die 6 Anordnungen von 3 Dingen auch geometrisch 
deuten durch die 6 Decklagen eines Dreiecks mit sich selber. Wir fassen 
als ,,Stellen‘‘ die 3 Ecken des Dreiecks auf und kénnen sie auf 6 ver- 
schiedene Arten mit den Nummern 1, 2, 3 versehen: 

3 1 2 2 1 3 
A A A A A A 
12 2 3 3 1 1 3 3 2 2.4 

Der Vertauschung der beiden Variabeln 1 und 2 entspricht die 
Spiegelung an einer Achse, welche durch den Punkt 3 geht und Mittel- 
senkrechte der Verbindungslinie 1—2 ist. Diese Gerade hat in den 
Figuren, von der festen Ebene aus gesehen, nicht eine feste Lage, und 
dies fiihrt uns sofort zu der Tatsache, daB wir bei der Reduktion des 
Gruppoids auf die Gruppe auch anders hatten vorgehen kénnen. Wir 
kénnten alle diejenigen Ubergange zusammenfassen, welche derselben 
Bewegung oder Spiegelung des Dreiecks entsprechen. Nimmt man 
z. B. die Spiegelungsgerade durch den oberen Eckpunkt, welche also 
Mittelsenkrechte der unteren Seite ist, so besitzt sie folgende 6 Dar- 
stellungen, wie man aus den Figuren sofort ersieht: 


| ae) a ala ais | Japs Se Ln8p 2) fs ze) 2,1, 3 

Pe 3 ie 2} " be 3, = ks 1, >) o 3, 3 if 2, el 
Als Permutationen der Variabeln aufgefaBt, wiirden sie drei verschiedene 
Operationen ergeben, aber man sieht ihnen das Gemeinsame sofort 
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an: in allen 6 werden die beiden ersten Stellen vertauscht. Entnimmt 
man also aus einem Ubergang einer Anordnung in eine andere nur die 
Vertauschung der Stellen der einzelnen Variabeln unter Vernachlassi- 
gung der Nummern der Variabeln, so bekommt man wiederum aus dem 
Gruppoid 6 Operationen destilliert, deren jede durch 6 Ubergange re- 
prasentiert wird, indem sie auf jede Anordnung angewendet werden 
kann und immer eine bestimmte resultierende Anordnung liefert. Frei- 
lich sind die beiden Gruppen, die man so erhalt, nicht wesentlich ver- 
schieden, denn die Gesetze der Zusammensetzung zweier Operationen 
sind dieselben, wenn man nur der Variabelnpermutation dieselbe Stellen- 
permutation zuordnet. So hatten wir gefunden: wenn man die Variabeln 
erst zyklisch permutiert und nachher die beiden ersten Variabeln ver- 
tauscht, so ist das Resultat die Vertauschung der Variabeln 2 und 3. 
Es ist selbstverstandlich, daB man hier statt des Wortes_ ,,Variable‘‘ 
auch das Wort ,,Stelle“ setzen kann. Als ,,abstrakte Gruppe“ sind die 
beiden Definitionen gleichbedeutend. Aber gerade die Tatsache, daB 
dieselbe Gruppe auf zwei verschiedene Weisen erhalten werden kann, 
weist deutlich darauf hin, daB die Permutationen das mathematische 
Gebilde nicht véllig rein wiedergeben. Die dialektische Untersuchung, 
welche nun notwendig wurde, hat im 19. Jahrhundert lange Zeit ge- 
braucht und schlieBlich auf die Definition der abstrakten Gruppe gefihrt, 
wie wir sie im § 1 angeben. 

Immer wenn man von der Bewegung einer fliissigen Materie in 
einem festen Raum, eines physischen Raumes in einem geometrischen 
Raume spricht, erhalt man diese doppelte Méglichkeit, eine Gruppe 
herauszulésen. Um das einzusehen, brauchen wir bloB das Kontinuum 
durch eine endliche Zahl diskreter Zellen zu ersetzen, wie man das bei 
der Einfithrung des Raumintegrales zu tun pflegt. Das GefaB, das die 
Fliissigkeit enthalt, bestehe aus mit 1 bis m numerierten Zellen oder 
Stellen, die Fliissigkeit aus ebensovielen Molekiilen, welche den Variabeln 
entsprechen und ihrerseits numeriert seien. Eine Lage der Fliissigkeit 
im GefaB wird dadurch festgelegt, daB fiir jede Zelle das darin befind- 
liche Molekiil angegeben wird. Dies entspricht genau der ,,Anordnung* 
von ” Dingen. Eine Bewegung definieren wir nach Aristoteles als den 
Ubergang von einer Verteilung zu einer neuen. Hieraus kann man auf 
zwei verschiedene Weisen eine Operation herauslésen, welche auf jede 
beliebige Anfangsverteilung angewendet werden kann und dann eine 
wohlbestimmte Endverteilung liefert: 

1. Man entnimmt der Bewegung die Aussage: An die Stelle des 
Molekiiles mit der Nummer a kommt das Molekiil mit der Nummer 0. 
Hier wird also 6 eine Funktion von a. 

2. Man sieht auf die. Stellenveranderung der einzelnen Molekile und 
macht die Aussage: das Molekiil, das sich an der Stelle mit der Nummer x 
befindet, kommt an die Stelle mit der Nummer y. 
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Den Ubergang zum Kontinuum will ich hier nicht naher ausfihren, 
sondern nur folgendes bemerken: Die Stellen des GefaBes werden durch 
3 Koordinaten, die Fliissigkeitsteilchen durch 3 Parameter charakteri- 
siert. Die erste Aussage gibt eine Substitution der Parameter, die zweite 
eine solche der Koordinaten. 

Das eben Auseinandergesetzte steht in engstem Zusammenhang mit 
dem Relativitatsproblem, denn da handelt es sich gerade darum, sich 
vom geometrischen Raum loszumachen und von den beiden Aussagen 
bloB die Aussage 1 zu benutzen, welche die Parameter der materiellen 
Teilchen enthalt. Wenn wir uns im folgenden auf endliche Gruppen 
beschranken, so méchte ich hierzu A. Weyl zitieren (Handbuch der 
Philosophie, Abteilung II, Beitrag A, S. 59, Miinchen und Berlin 1926): 
Es war fiir die Mathematik ein Gliick, daB das Relativitatsproblem 
zuerst nicht am kontinuierlichen Punktraum, sondern an einem aus 
endlich vielen diskreten Objekten bestehenden System, namlich an dem 
System der Wurzeln einer algebraischen Gleichung (mit rationalen 
Zahlkoeffizienten) durchgefiihrt wurde (Galotssche Theorie); das ist der 
Scharfe der Begriffsbildungen sehr zugute gekommen. .... Aus diesem 
Problemkreis ist auch die abstrakte Gruppentheorie entsprossen.“‘ 


1. Kapitel. 
Die Grundlagen. 
§ 1. Die Postulate des Gruppenbegriffs. 


Ein System von verschiedenen Elementen bildet eine Gruppe, 
wenn folgende vier Postulate erfiillt sind: 

I. Das Gruppengesetz. Jedem geordneten Paar von gleichen oder 
verschiedenen Elementen des Systems ist eindeutig ein Element des- 
selben System zugeordnet, das Produkt der beiden Elemente. Die 
Forme! dafiir ist: AB=C. 

II. Das Assoziativgesetz. Fiir die Brodatenlaane gilt die Gleichung: 
(A B)C=A(BC). Nicht verlangt wird jedoch das Kommutativgesetz 
Abie BA: 

III. Das Einheitselement. Es gibt ein Element £, das fiir jedes 
Element A des Systems folgendem Gesetz gehorcht: AE=EA=A. 
E heiBt das Einheitselement oder die Einheit der Gruppe. 

IV. Das inverse Element. Zu jedem Element A gibt es ein inverses 
Element X = A-1, das der Gleichung geniigt: AX = E. 

Eine Gruppe, bei der alle Elemente in der Bildung des Produktes 
miteinander vertauschbar sind, heiBt eine kKommutative oder Abelsche 
Gruppe. 

Ist die Anzahl der Elemente endlich, so heiBt die Gruppe eine 
endliche Gruppe. Die Anzahl der Elemente heiBt die Ordnung der 
Gruppe. 
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Die bekanntesten Gruppen sind Abelsche Gruppen mit unendlich 
vielen Elementen: Die ganzen positiven und negativen Zahlen bilden 
nach dem Gesetz der Addition eine Gruppe, ebenso die positiven ratio- 
nalen Zahlen nach dem Gesetz der Multiplikation. Die ,,Einheit“ ist 
im ersten Falle 0, im zweiten 1. Ferner bilden alle reellen Zahlen nach 
dem Gesetz der Addition und, nach Weglassung der Null, nach dem 
Gesetz der Multiplikation eine Gruppe. 


Das Postulat II ist die knappste Fassung der allgemeinen Forde- 
rung, daB ein Produkt mehrerer Elemente eindeutig bestimmt ist, 
wenn man die Reihenfolge der Elemente beibehalt. Sein Inhalt ist 
eben diese Forderung fiir ein Produkt von drei Elementen. Durch 
einen einfachen SchluB von n auf +1 1aBt sich hieraus der allge- 
meine Satz beweisen. Man setze voraus, daB jedes Produkt von oder 
weniger Elementen eindeutig bestimmt ist. Ist nun eine Reihe von 
n-+ 1 Elementen vorgelegt, deren Produkt zu bilden ist, so fiihrt jede 
Art der Produktbildung zuletzt zu einem Produkt von zwei Elementen, 
deren erstes das Produkt der 7 ersten urspriinglichen Elemente darstellt, 
wahrend das zweite das Produkt der iibrigen ist. Es mu8 nun bloB 
gezeigt werden, daB auch der letzte Schritt fiir jeden Wert von 7 das- 
selbe Resultat liefert. Ist H das Produkt der :—1 ersten Elemente, 
I das 1-te Element und K das Produkt der tibrigbleibenden, so folgt 
aus dem zweiten Postulat: 

H (IK) = (HI) kK. 
Indem man 7 der Reihe nach die Zahlen 2,3,...,2—1 durchlaufen 
1aBt, gewinnt man das gesuchte Resultat. 

Fordert man noch das kommutative Gesetz, so ist ein Produkt 
durch die Elemente allein, unabhangig von der Reihenfolge, bestimmt. 

Es wird namlich: ABCD=A(BC)D=A(CB)D=ACBD, woraus 
- unmittelbar folgt, daB zwei aufeinanderfolgende Elemente miteinander 
vertauscht werden diirfen. Da man ferner durch derartige ,,Trans- 
positionen“ eine beliebige Reihenfolge herstellen kann, so ist die Be; 
hauptung bewiesen. 

Das Postulat III fordert, die Existenz eines Einheitselementes. Allein 
mit Hilfe des ersten Postulates laBt sich zeigen, daB nur em Element 
vorkommen kann, das den dortigen Bedingungen geniigt. Sei nam- 
lich F ein weiteres Element, fiir das stets die Gleichungen AF = FA =A 
erfiillt sind, so ergibt sich, wenn £ an die Stelle von A gesetzt wird, 
fiir EF gleichzeitig das Element E und F. Wegen I folgt E =F. 

Das zu A-} inverse Element ist A. Denn aus A“! B = E folgt durch 
linksseitige Multiplikation mit A: AA1B=A, also B=A. A ist mit 
A~ vertauschbar. 

Ist ABC...F ein beliebiges Produkt von Elementen, so _ ist 
F+ ..C*B4A— das zn dem Produkt inverse Element. 
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Die Axiome III und IV lassen sich noch etwas verengern: 
III. Es gibt mindestens ein E, das fiir alle A der Gleichung geniigt: 


Atha: 
IV. Die Gleichung A X = E ist fiir jedes A losbar. 
Man lése namlich AX = E und X Y = E. Dann wird 


NAS XA ANY Se Yee ee 


Also ist auch EA =AXA=AE=A. Hieraus folgt wie oben die 
Einzigkeit von E und vom inversen Element. 

Historische Notiz. Die abstrakte Gruppentheorie ist eine relativ spate 
Entwicklungsphase des mathematischen Gebildes, das unseren Gegenstand bildet. 
Noch Jordans Traité des substitutions (1870) behandelt ausschlieBlich Permu- 
tationsgruppen. Aber die Methoden, die Euler, Lagrange, Ruffini, GauB, Caxchy, 
Galois und Jordan benutzen, sind groBenteils unabhangig von dieser speziellen 
Bedeutung der Elemente. Das erste System abstrakter Gruppenpostulate soll 
das von Kronecker 1870 aufgestellte sein (Auseinandersetzung einiger Eigenschaften 
der Klassenzahl idealer komplexer Zahlen, Werke Bd. 2, S. 273). Neuerdings 
haben sich amerikanische Mathematiker mit der Aufstellung von Postulaten be- 
schaftigt, z. B. L. E. Dickson (Definition of a group and a field by independent 
postulates. Amer. Transact. Bd.6 (1905), S. 198—204) und E. V. Huntington 
(Note on the definition of abstract groups and fields by sets of independent postu- 
lates. Amer. Transact. Bd. 6, S. 181—197). 


§ 2. Die Gruppentafel. 


Eine Gruppe ist vollstandig bestimmt, wenn das Produkt zweier 
beliebiger Elemente bekannt ist. Zur Tabellierung benutzt man, wenig- 
stens in einfacheren Fallen, die Gruppentafel, eine zuerst von Cayley 1 
angewandte Methode. Das Schema ist ein Quadrat mit ebensovielen 
Zeilen bzw. Kolonnen, als die Ordnung der Gruppe betragt. Man 
bringt die Elemente, mit E beginnend, in eine bestimmte Reihenfolge 
und bezeichnet sowohl die Zeilen als die Spalten der Reihe nach damit. 
In die Parzelle, welche durch den Durchschnitt der mit A bezeichneten 
Zeile und der mit B bezeichneten Kolonne gebildet wird, schreibt- man 
das Produkt A B. Wir geben als Beispiel die Gruppe niedrigster Ordnung, 
in welcher das kommutative Gesetz nicht gilt: 


Ye as ayn Siew ED 2 
Bick A BiG. DD FF 
At Ar od) BG 
BY IBY Bi Ay RSC D 
Cie 23 D2 EB 
D\3D'G i A EB 
SD Gis (Aes 


a On the theory of groups as depending on the symbolical equation 3” = 1, 


Philos. Mag. (4) Bd. 7 (1854), S. 40—47. The collected Math. papers of A. Cayley 
Bd. 2, S. 123—130. 
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Man erkennt sofort als charakteristisches Merkmal fiir Gruppen 
mit dem kommutativen Gesetz die Symmetrie der Tafel in bezug 
auf die Hauptdiagonale. In der angegebenen Gruppe gilt aber z. B.: 
mi CBs CA. 

Die Tatsache, daB in jeder Zeile und in jeder Kolonne jedes Element 
der Gruppe genau einmal vorkommt, stellt eine fundamentale Eigen- 
schaft aller Gruppen dar, wie folgendermaBen bewiesen wird: 

Die Elemente einer Zeile sind in dem Ausdruck AX enthalten, 
wobei A ein festes Element darstellt, wahrend X die ganze Gruppe 
durchlauft. Die Gleichung AX = B 1laBt bei beliebigem A und B die 
eine Aufldsung zu: X = A-!B. Hieraus folgt, daB in dem System 
von der Gestalt A X jedes Element der Gruppe enthalten ist. Anderer- 
seits aber auch nur einmal; fiir endliche Gruppen ergibt sich das durch 
bloBe Abzahlung der Elemente, fiir unendliche mu8 man verwerten, 
daB aus AB=AC folgt: B=C. Denn ,,multipliziert“ man die Glei- 
chung auf beiden Seiten von links mit A}, so erhalt man: A+A B= 
A-1AC und daraus wegen des Assoziativgesetzes: B = C. 

Eine modifizierte Tafel, die fiir spatere Untersuchungen von Wich- 
tigkeit ist, erhalt man, indem man entsprechende Zeilen und Kolonnen 
nicht mit denselben, sondern mit inversen Elementen bezeichnet, in 
folgender Weise: 


Fir die oben angefiihrte Gruppe nimmt dann die Tafel folgende 
Gestalt an: 


EAARBY COD £ 
Pirie Ab CDT 
Dior, Aer C.D 
Ag lA. Bo best iC 
CHIC rend ee. bs A 
Diep eC mio CALE. Bb 
WDE OH GS DIET ORT 5 1A), Wood 


Man bemerkt, daB in der Hauptdiagonalen stets E steht. 


Satz 1. Fiir endliche Gruppen lassen sich die Postulate III und IV er- 
setzen durch das Postulat III*, das fiir gewisse Anwendungen bequemer 1st: 
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IIlI*: Aus AB=AC folgt B=C und aus BA=CA folgt ebenfalls 
Bee. 

Beweis. Das Postulat besagt fiir endliche Gruppen, daB AX und 
XA mit X die simtlichen Elemente der Gruppe durchlaufen. Denn 
ist g die Ordnung der Gruppe, so stellt AX g Elemente dar, die wegen 
des Postulates III* voneinander verschieden sind und daher mit den 
Elementei’ der Gruppe iibereinstimmen miissen. Insbesondere laBt 
die Gleichung AX =A eine Lésung zu, die mit E bezeichnet werde. 
Aus AE=A folgt: X(AE) =X A, also wegen des Assoziativgesetzes 
(XA)E=XA. Da XA mit X alle Elemente der Gruppe durchlautt, 
so gilt fiir jedes Element der Gruppe: X E = X und insbesondere E E = E. 
Aber auch EX durchlauft mit X siémtliche Elemente der Gruppe und 
aus EEX = EX folgt, daB fiir jedes Element X der Gruppe die Glei- 
chung gilt: EX = X. Damit ist das Postulat III aus dem Postulat III* 
abgeleitet. Das Postulat IV folgt sofort aus der Tatsache, daB die 
Gleichung AX = E eine Loésung besitzen muB, weil AX alle Elemente, 

_also auch das soeben nachgewiesene Element EF, durchlauft. 

Fiir unendliche Systeme folgt aus III* nicht die Existenz des Ein- 
heitselementes. Die positiven ganzen Zahlen bilden nach dem Gesetz 
der Addition ein System, das I, II und III* geniigt, aber keine Gruppe 
bildet. 

Im folgenden soll, falls nichts anderes bemerkt ist, ausschlieBlich 
von endlichen Gruppen die Rede sein. 

Auch dem Assoziativgesetz entspricht, nach einer Mitteilung von 
H. Brandt, eine leicht angebbare Eigenschaft der Gruppentafel. Wahlt | 
man irgend zwei Felder, in denen die Elemente A und B stehen mogen, 
so aus, daB die Spalte, in der sich das erste befindet, und die Zeile, in 
der sich das zweite befindet, sich in einem E/inheitsfelde treffen, so 
steht in dem Felde, wo sich die Zeile des ersten und die Spalte des zweiten 
treffen, das Produkt AB. Geometrisch ausgedriickt: Man fasse die 
drei Elemente A, B, E als Ecken eines Rechteckes auf, dessen Seiten 
vertikal und horizontal stehen, dann steht an der vierten Ecke das 
Produkt AB. Nimmt man z. B. in der letzten Gruppentafel F in der 
vierten Zeile und C in der zweiten, so findet man als vierte Ecke das 
Element B. Man ersieht aus der Tafel sofort, daB FC = B. 


§ 3. Untergruppen. 

Definition. Ein Teilsystem von Elementen der Gruppe, das fiir sich 
den Postulaten I bis IV geniigt, und daher selbst eine Gruppe bildet, 
heiBt eine Untergruppe der gegebenen Gruppe. _ 

Zwei Untergruppen lassen sich von vornherein angeben, namlich 
einerseits die gegebene Gruppe selbst, andererseits die Gruppe, die nur 
aus dem eimen Element E besteht. Diese beiden Untergruppen werden 
durch den Ausdruck uneigentliche Untergruppen von den iibrigen, 
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den eigentlichen Untergruppen, unterschieden. Die Auffindung der 
eigentlichen Untergruppen ist eine der Hauptaufgaben der Theorie. 

Satz 21. Die Ordnung einer Untergruppe ist ein Teiler der Ordnung 
der ganzen Gruppe. 

Beweis. Das Verfahren, das zu diesem Satz fiihrt, hat Euler aus- 
gedacht und auf zyklische Gruppen angewandt. Historisch stellt es das 
erste Beispiel eines echten gruppentheoretischen Beweises dar, sein 
Grundgedanke ist der gréBten Verallgemeinerung fahig und man kann 
die Gruppentheorie mit seiner Entdeckung beginnen lassen. Es besteht 
in einer Einteilung der Elemente der ganzen Gruppe ® in Systeme, 
welche durch die Untergruppe § geliefert werden, und zwar in folgen- 
der Weise. 

Man schreibe die Elemente von in eine Reihe 


way Bess is 

Nun wahle man aus ®& irgendein Element X und bilde die Reihe 
DOD. > Clee, BGs 50 Grane Gb) ee 

Nach Satz 1 sind die Elemente dieser neuen Reihe unter sich ver- 
schieden. Wenn X in § liegt, so bestehen die beiden Reihen genau 
aus denselben Elementen, namlich denjenigen von §. Ist aber X auBer- 
halb von §, so haben die beiden Reihen kein Element gemeinsam. 
Denn es sei etwa 

A= BX. 
Dann folgt durch linksseitige Zusammensetzung mit B-?: 

YEO, beng, 


Links steht aber ein Produkt zweier Elemente aus §, und wir erhalten 
den Widerspruch, daB X in  enthalten ist. 

Die zweite Reihe bezeichnet man symbolisch mit $X und nennt 
sie eine Nebengruppe von §, wobei selbst zu den Nebengruppen 
gerechnet wird, um bei Abzahlungen die Ausdrucksweise zu verein- 
fachen. Unser bisheriges Resultat laBt sich so aussprechen: Eine Neben- 
gruppe ist entweder mit § identisch, oder sie hat mit § kein Element 
gemein. Nun miissen wir noch zeigen, daB dasselbe auch fiir zwei be- 
liebige Nebengruppen gilt. Es mogen also die beiden Nebengruppen 
§X und §Y ein gemeinsames Element haben, so daB etwa gilt: 


Axi Bye 
Dann wird durch linksseitige Zusammensetzung mit B-1 
| ofa, (7.8 


d.h. Y gehdrt zur Nebengruppe X. Hieraus folgt aber, daB die beiden 
Nebengruppen §X und §Y identisch sind, denn setzen wir Y = CX, 


1 Lagrange, J. L.: Réflexions sur la résolution algébrique des équations, 1771 
(Buvres Bd. 3, S. 205—421). 


16 1. Kapitel: Grundlagen. 


wobei C in § liegt, so wird HY = HCX, und weil HC = § ist, so gilt 
HCX = HX, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Nun ordne man die Elemente von & nach § und seinen Neben- 
gruppen. Man beginnt mit § und bildet mit einem Element auBerhalb 
‘von § die Nebengruppe §X. Falls es noch Elemente von © gibt, die 
weder in § noch in §X enthalten sind, so bilde man eine weitere Neben- 
gruppe $Y. Nach einer endlichen Anzahl von Schritten nimmt das 
Verfahren ein Ende, jedes Element von & ist genau in einer Nebengruppe 
von § untergebracht. Wir schreiben symbolisch 

G=H+HX+HV4-- 

Da jede der Nebengruppen gleich viele Elemente enthalt wie §, so 
ist unser Satz bewiesen. 
_ Definition. Unter dem Index einer Untergruppe versteht man die 
Anzahl der Nebengruppen (inklusive der Untergruppe selber), also bei 
einer endlichen Gruppe den Quotienten der Ordnung der Gruppe und 
derjenigen der Untergruppe. 


§ 4. Zyklische Gruppen. 


Wir wollen in diesem Paragraphen einen besonders einfachen Typus 
von Gruppen vollstandig kennen lernen, es sind diejenigen Gruppen, 
welche durch Zusammensetzung eines ihrer Elemente mit sich selbst 
erzeugt werden kénnen. Wir setzen 

AA=A?*, AAA=A?® usw. 

und bezeichnen diese neuen Elemente als die Potenzen von A. Sie’ 
bilden unter sich ein System, in dem das Postulat I erfiillt ist, denn 
das Produkt der n-ten Potenz von A mit der m-ten ist gleich der 
(m + n)-ten Potenz von A: A™ A" = A™*™". Ferner ist das Assoziativ- 
gesetz erfiillt, und hieraus folgt in diesem speziellen Falle noch das 
Kommutativgesetz: Sei n>m und n=m-+1, dann wird 

A* A” = (A" A’) A™ =A" (4" A") = A™ AS. 

Satz 3. In endlichen Gruppen bildet ein Element A zusammen mit 
seinen Potenzen eine kommutative Untergruppe, die durch A erzeugte 
Untergruppe. GauB nennt sie die Periode von A. 

Beweis. Wir schreiben die Potenzen von A in eine Reihe 

Aye A® (AG Ree ene ens a 

Da nach Voraussetzung nur endlich viele Elemente in der Gruppe 
vorhanden’ sind, so kénnen bei fortgesetzter Potenzierung nur endlich 
viele verschiedene Elemente entstehen. Es sei die (m+ 1)-te Potenz 
von A die niedrigste, welche gleich einer fritheren Potenz von A ist, 
dann gilt eine Gleichung von der.Gestalt A*+1—=A™. Hier muB m 
gleich 1 sein, denn durch Multiplikation mit A~! erhdlt man A*=A™~—*, . 
Ware also m>1, so ware bereits die 2-te Potenz von A gleich einer 
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niedrigeren, gegen die Voraussetzung. Aus A**+!=A folgt A" =E 
und A*+*=A'. Die am Anfang des Beweises aufgeschriebene Reihe 
der Potenzen von A ist also periodisch, eine Tatsache, welche bereits 
von Euler (Satz 8 der unten zitierten Abhandlung?) entdeckt worden 
ist. Die Potenzen von A sind so lange untereinander verschieden, bis 
man zum Einheitselement kommt, dann treten sie wieder, mit A _ be- 
ginnend, in derselben Reihenfolge auf. Aus diesem Sachverhalt folgt 
ohne weiteres die Behauptung von Satz 3. Denn jetzt ist die Existenz 
des Einheitselementes unter den Potenzen nachgewiesen (Postulat III), 
ferner ergibt sich, da8 das zum Element A’ inverse das Element A*~‘ 
ist (Postulat IV). 

Definition. Der Exponent der niedrigsten Potenz des Elementes A, 
welche gleich dem Einheitselement ist, d.h. die Ordnung der durch 
A erzeugten Gruppe, heiBt die Ordnung des Elements A. Eine 
Gruppe, welche durch em Element erzeugt werden kann, heiBt eine 
zyklische Gruppe. 

Aus der Periodizitat der Reihe der Potenzen von A ergibt sich die 
Tatsache, daB zwei Potenzen von A dann und nur dann dasselbe Ele- 
ment liefern, wenn die Differenz der Exponenten durch die Ordnung n 
von A teilbar ist. Will man daher wissen, welcher von den x ersten 
Potenzen von A eine gegebene Potenz A® gleich ist, so hat man s durch 
nm zu dividieren und den Rest 7 aufzusuchen. Es gilt dann A‘ = A’. 
Diese Tatsache legt es nahe, den Begriff der Potenz eines Elementes 
auch auf negative Exponenten auszudehnen, indem man festsetzt, 
daB unabhangig vom Vorzeichen gilt A’ = A‘*, sobald r—s durch n 
teilbar ist. Das zu A inverse Element A*~? J4Bt sich dann auch in der 
Form A-? schreiben, eine Bezeichnungsweise, welche wir bereits ange- 
wandt haben, und allgemein gilt die Formel 

(At)-? — Ant — Aaa 
Ferner gilt fiir positive und negative ganzzahlige Exponenten stets 
AWAS=N ALT taindeh(A freA t> 

Wir wollen nun vollstandige Einsicht in die zyklischen Gruppen 
gewinnen und beweisen zu diesem Zweck den 

Satz 4. Ein Element A von der Ordnung n= py p3...p% lapt 
sich auf eine und nur eine Wetse darstellen als Produkt von r Elementen, 
die Potenzen von A sind und deren Ordnungen die Primzahlpotenzen 
SnD a) ios Pe SIGs 

Beweis. Es sei »=/m, wobei / prim zu m ist, ferner setze man 
A' = Bund A”™=C. Die beiden Elemente B und C sind vertauschbar, 


1 Euler, L.: Theoremata circa residua ex divisione potestatum relicta, 1761, 
opera omnia I 2, S. 504. Eine deutsche Ubersetzung des fiir diesen Algorithmus 
wichtigen Teils dieser Abhandlung findet sich in A. Speiser: Klassische Stiicke 
der Mathematik, S.110. Ziirich 1925. 


Speiser, Gruppentheorie. 3. Aufl. 2 
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denn sie sind Potenzen desselben Elementes A. Ferner ist / die Ord- 
nung von C und m die Ordnung von B, denn es gilt 
Ye dea igen sn 2 
und eine niedrigere Potenz von B kann nicht E sein, weil sonst die 
Ordnung von A nicht » ware. 
Jetzt bilde man die Gesamtheit der Elemente von der Gestalt 
Be CY (tree ND as, Ser eee ae 
Es sind lauter Potenzen von A, namlich die (/x + m y)-ten, ihre An- 
zahl ist n =I m. 


Ich behaupte, daB sie samtlich untereinander verschieden sind. Es 
sei namlich 


5. CR Be Cy 
dann folgt durch Multiplikation mit B~“ C7‘ 
Br = CY ah 


Wir erhalten so ein Element, das gleichzeitig Potenz von B und von 
C ist. Seine Ordnung teilt nach Satz 2 sowohl / als m und ist daher = 1. 
Wir finden so 
Br = a (Gus — E 
und daraus 
B= Be Cc’ — Cs ; 
womit die Behauptung bewiesen ist. 
Setzt man nun 
L=pt, m= pe... pt, 
so erkennt man, daB der Faktor von der Ordnung % durch A voll- 
standig bestimmt ist. Dasselbe beweist man fiir die iibrigen Prim- 
zahlpotenzen, womit der Satz vollstandig bewiesen ist. 
Satz 5. Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch. 
Beweis. Die ganze Gruppe sei erzeugt durch das Element A von 
der Ordnung ». Falls die Untergruppe das Element A enthalt, so ist 
sie mit der ganzen Gruppe identisch und keine eigentliche Unter- 
gruppe. Wir wollen nun annehmen, A’ = B sei die niedrigste Potenz 
von A, welche in der Untergruppe vorkommt. Dann enthalt die Unter- 
gruppe alle Potenzen von B. Zunachst beweisen wir, daB 6 ein Teiler 
von w ist. Wir schreiben zu diesem Zweck die Exponenten der Potenzen 
von A? in eine Reihe ) 
ae a i is RR 
Falls 6 kein Teiler von 1 ist, so wird es zwei aufeinanderfolgende Zahlen 
dieser Reihe geben, zwischen denen x liegt. Es sei also 


(x—l)b<n<xb. 
Dann ist die Differenz xb—~n kleiner als b} und B* = A**>= A**-*” 


ist eine Potenz von A, welche in der Untergruppe liegt und deren Expo- 
nent niedriger als b ist, gegen die Voraussetzung. 
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Auf gleiche Weise konnen wir zeigen, daB die Untergruppe auBer 
den Potenzen von B keine weiteren Elemente enthalt, daB sie also 
mit der durch B erzeugten zyklischen Gruppe identisch ist. Denn es 
sel A* ein weiteres Element der Untergruppe, so da8 a nicht durch 
b teilbar ist, dann liegt a zwischen zwei aufeinanderfolgenden Vielfachen 
von 0, es gilt etwa 

by<a<b(y+ 1). 
Dann liegt das Element 

VAG Ba) Aa Dy 
ebenfalls in der Untergruppe, aber der Exponent von A ist niedriger 
als 6 gegen die Voraussetzung. 

Aus diesem Beweis ergibt sich unmittelbar, daB die g(m) Potenzen 
A* mit einem zu ” primen Exponenten a und nur diese die Ordnung 
haben, wobei g(m) die bekannte Eulersche Funktion bezeichnet. 

Satz 6. Ist n die Ordnung des Elementes A und ist m prim zu n, setzt 
man ferner B= A™, so ist die Gleichung B* = A lésbar. 

Beweis. B erzeugt eine Untergruppe von der Ordnung x, nach 
dem vorigen Satz. Daher ist die durch B erzeugte Gruppe identisch mit 
der durch A erzeugten und enthalt insbesondere das Element A selber. 

Dieser letzte Satz ist identisch mit einem Fundamentalsatz der 
Zahlentheorie, daB namlich die diophantische Gleichung 

mx+ny=1 
stets ganzzahlige Losungen x und y besitzt, wenn die beiden Zahlen m 
und m zueinander prim sind. Denn die Tatsache, daB B*=A _ eine 
Lésung besitzt, 14Bt sich auch so ausdriicken: die Gleichung 
AMe — A ebzwo As*> 1 EF 

besitzt eine Lésung. Das erfordert aber, daB mx durch 1 teilbar 
ist, d.h. daB die Gleichung mx-+ny=1 ldsbar ist. Umgekehrt ist 
auf irgendeinem Weg die Lésbarkeit dieser Gleichung bewiesen, so 
folgt daraus Satz 6. " 

Wir wollen zum SchluB noch Anwendungen der Satze iiber zyklische 
Gruppen auf beliebige Gruppen herleiten. 

Satz 7. Ist in einer beliebigen Gruppe das Element A von der Ord- 
nung n in ein Produkt zweier vertauschbarer Elemente B und C zerlegt, 
deren Ordnungen m und |. zueinander prim sind, so ist n= ml. Diese 
Zerlegung ist stets auf eine und nur eine Weise moglich und die Faktoren 
B und C sind Potenzen von A. 

Beweis. DaB eine solche Zerlegung méglich ist, folgt aus dem 
Beweis zu Satz 4. Wir miissen nur noch zeigen, daB stets B und C 
Potenzen von A sind. Zu dem Zweck heben wir die Gleichung A = BC 
in die m-te Potenz und erhalten wegen der Vertauschbarkeit von B 
und C 

(Are aC", 
9* 
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Hieraus folgt zunachst, daB C” eine Potenz von A ist. Bedenken wir 
nun, daB m prim zur Ordnung / von C ist, so folgt nach Satz 6, daB C 
eine Potenz von C” und daher auch eine Potenz von A ist. Dasselbe 
beweist man in analoger Weise fiir B. Jede Zerlegung von A nach 
Satz 7 kann daher nur innerhalb der durch A erzeugten zyklischen 
Gruppe geschehen und ist infolgedessen eindeutig. 


Jetzt 1aBt sich auch Satz 4 in allgemeinster Fassung folgender- 
maBen aussprechen: 


Satz 8. Ist n= po po... p% die Ordnung des Elementes A in einer 
beliebigen Gruppe, so laBt sich A auf eine und nur eine Wetse als Produkt 
von x untereinander vertauschbaren Elementen, deren Ordnungen die Prim- 
zahlpotenzen pf sind, darstellen. Die Faktoren sind Potenzen von A, und 
die Zerlegung ist diejyenige des Satzes 4. 


Beweis. Es sei A= Aji A™...A* eme Zerlegung nach Saw o: 
Setzen wir B=At, C =A At...A*,.so wid A= BC und wir 
erhalten eine Zerlegung in zwei Faktoren, wie sie Satz 7 zugrunde liegt. 
Wenden wir ‘diesen Satz an, so ergibt sich, daB B eine Potenz von A 
und eindeutig bestimmt ist. Dasselbe beweisen wir von den iibrigen 
Elementen,A 3) isn A's 

Satz 9. Kriterium fiir Untergruppen. Ein Teilsystem von Elementen 
einer endlichen Gruppe bildet stets eine Untergruppe, wenn das Produkt 
zweter beliebiger Elemente desselben wieder im System lvegt. 


Beweis. Dieses Kriterium besagt, daB fiir Untergruppen von Grup- — 
pen endlicher Ordnung der Nachweis der Giiltigkeit des ersten Gruppen- 
postulates geniigt. Aus diesem folgt namlich, daB mit dem Element 
A auch dessen Quadrat, also auch dessen dritte usw. Potenz, daher . 
auch E und A-! im System enthalten sind, womit fiir das System die 
Giiltigkeit aller vier Gruppenpostulate nachgewiesen ist. 

Untergruppen einer Untergruppe sind selbst Untergruppen der 
urspriinglichen Gruppe. Diejenigen Elemente, die zwei Untergruppen 
§ und & einer Gruppe gemeinsam sind, bilden eine Untergruppe, welche 
der Durchschnitt der beiden Untergruppen genannt und durch HAR 
bezeichnet wird. Denn mit A und B ist auch das Produkt A B beiden 
Untergruppen gemeinsam. 


§ 5. Beispiele von Gruppen. 


Die ,,Elemente“ einer Gruppe sind wie die Elemente einer Menge 
an keine Deutung gebunden und konnen in mannigfaltiger Weise 
auftreten. Wenn an einem Beispiel eine Gruppe aufgewiesen wird, so 
spricht man von einer Darstellung der Gruppe. Die abstrakte Gruppe, 
die dargestellt wird, erhalt man aus ihrer Darstellung, indem man von 
der speziellen Bedeutung der Elemente abstrahiert. Da8 bei dieser 


§ 5. Beispiele von Gruppen. a1 


Abstraktion das Wesentliche bestehen bleibt, wird sich im Verlauf der 
Theorie immer mehr herausstellen. 


In diesem Paragraphen soll zuniichst ein Musterexemplar einer 
Gruppe in verschiedenen Darstellungen gegeben und in Augenschein 
genommen werden, die sog. Ikosaedergruppe}. 


Eine Kugel, deren Mittelpunkt fest liegt, kann bekanntlich von 
jeder Lage in jede andere durch Drehung um eine Achse durch ihren 
Mittelpunkt: tibergefiihrt werden. Zwei Drehungen um dieselbe Achse, 
deren Drehwinkel sich bloB um Vielfache von 2z unterscheiden, 
ergeben dieselbe Endlage und sollen im folgenden als identisch gelten. 
Zwei Drehungen, von denen das nicht gilt, ergeben stets verschiedene 
Endlagen und gelten als verschieden. Fiihrt man zwei Drehungen 
nacheinander aus, so laBt sich eine einzige Drehung angeben, welche 
die Anfangslage der Kugel in die Endlage iiberfiihrt. Man hat damit 
jedem Paar von Drehungen eine neue Drehung zugeordnet. Nach diesem 
Gesetz der Zusammensetzung bilden die Drehungen der Kugel um 
Achsen durch ihren Mittelpunkt eine Gruppe. Das Einheitselement 
ist die Drehung um den Winkel 0 oder die Uberfiihrung der Kugel in 
dieselbe Lage. Die inverse Drehung ist eine Drehung um dieselbe Achse, 
aber um den entgegengesetzten Winkel. AuBerdem gilt das Assoziativ- 
gesetz. Diese Gruppe ist von unendlicher Ordnung; man nennt sie 
eine kontinmerliche Gruppe weil ihre Elemente durch stetig verander- 
liche Parameter (Richtungscosinus der Drehachse und Sinus und 
Cosinus des Drehwinkels) charakterisiert werden kénnen. 


Aus dieser Gruppe lassen sich durch die Forderung der Invarianz 
gewisser Figuren endliche Gruppen ausscheiden. Diejenigen Drehungen, 
welche einen der Kugel einbeschriebenen reguléren Korper mit sich 
selbst zur Deckung bringen, bilden eine Gruppe. Wir bestimmen ihre 
Ordnung durch Abzahlung der verschiedenen Deckungslagen. Beispiel: 
das Oktaeder. Halt man zwei gegeniiberliegende Ecken und die sie 
verbindende Achse fest, so gibt es noch die vier Drehungen um die 
Winkel 0, 2 x, 22. 
der fiinf iibrigen Ecken bringen und fir jede Ecke hat man vier Lagen 
des Oktaeders in Rechnung zu setzen, so daB im ganzen 24 Lagen ent- 
stehen. Der Wéiirfel bietet nichts Neues, denn die Mittelpunkte der 
Flachen eines Oktaeders bilden die Ecken eines Wiirfels, der bei den- 
selben Drehungen und bei keinen weiteren mit sich selbst zur Deckung 
kommt. Dagegen liefert das Tetraeder eine wesentlich neue Gruppe, 
deren Ordnug sofort auf 12 berechnet wird, endlich ergibt das I[kosaeder 
eine Gruppe von der Ordnung 60. Das Pentagondodekaeder | liefert 


An die Stelle der einen Ecke kann man jede 


1 Vgl. F. Klein: Vorlesungen tiber das Ikosaeder und die Auflésung der Glei- 
chungen vom 6. Grade. Leipzig 1884. 
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dieselbe Gruppe, da seine Eckpunkte wiederum mit den Mittelpunkten 
der 20 Seitenflachen des Ikosaeders in Beziehung stehen. 

AuBer diesen Polyedern miissen noch die sog. Dieder in Betracht 
gezogen werden, da sie besonders tibersichtliche und fiir den Aufbau 
komplizierterer Gruppen wichtige Gruppen liefern. Ein Dieder besteht 
aus der doppelt zu zahlenden Flache eines regelmaBigen ebenen n-Ecks. 
Sein Mittelpunkt sei in den Kugelmittelpunkt gebracht. Alsdann gibt 
es genau 2” Drehungen der Kugel, welche das Dieder mit sich selbst 


zur Deckung bringen. Eine Drehung vom Winkel —- um eine Achse 
senkrecht zur Flache sowie die »—1 daraus durch Wiederholung ent- 

: 2 2 é - 
stehenden Drehungen mit den Winkeln 2- S, Pia a bilden die 


eine Halfte. Dazu kommen noch 2 Drehungen vom Winkel zx um die 
n in der Diederebene gelegenen Achsen, die durch die Eckpunkte bzw 
Kantenmittelpunkte gehen (Umklappungen). Die ersten m seien mit 
A, A®,...,A" =E bezeichnet; die tibrigen ” bilden die Nebengruppe 
dieser zyklischen Untergruppe. Sei C eines dieser letzteren Elemente, 
so gilt die geometrisch sofort ersichtliche Beziehung AC = C A. Daraus 
folgt weiter AAC = ACA-1=CA-1A- und schlieBlich A*C =CA~. 
Hieraus ergibt sich weiter die geometrisch evidente Tatsache, daB alle 
Elemente der Nebengruppe die Ordnung 2 haben: A‘ C A*C == A‘'CCA7? 
=, Einen speziellen Fall der Diedergruppen bildet die in §2 durch 
die Gruppentafel gegebene Gruppe. Hier ist 1 = 3. 
Nun sollen die Elemente der Ikosaedergruppe angegeben werden. 


6 


= um eine Achse durch zwei gegeniiberliegende 


Ecken des Ikosaeders erzeugt eine Untergruppe von der Ordnung 5, 
deren 4 von E verschiedene Elemente die Ordnung 5 haben. Im ganzen 
gibt es 6 solche Achsen, die zusammen 24 verschiedene Elemente von 
der Ordnung 5 ergeben. Drehungen um eine Achse durch die Mittel- 
punkte zweier gegeniiberliegender Seitenflachen ergeben Untergruppen 
von der Ordnung 3, die je 2 Elemente von der Ordnung 3 enthalten. 
Da es 10 solche Achsen gibt, so folgen hieraus 20 Elemente von der Ord- 
nung 3. Die Drehungen vom Winkel wz um die 15 Achsen, welche je 
zwei gegeniiberliegende Karitenmittelpunkte verbinden, liefern noch 
15 Elemente von der Ordnung 2. Nimmt man das Einheitselement dazu, 
so sind damit alle 60 Elemente erschépft, denn 24+ 20+ 15+ 1 = 60. 

Nach den Elementen sollen die Uniergruppen aufgewiesen werden. 
Bereits sind 15 von der Ordnung 2, 10 von der Ordnung 3 und 6 von 
. der Ordnung 5 aufgefunden, die tibrigen entsprechen wieder geometri- 
schen Invarianten. 

AuBer den 5 Drehungen um eine Achse durch Eckpunkte gibt es 
noch 5 Drehungen von z, welche diese Achse in sich selbst iiberfiihren, 
namlich solche um gewisse Achsen senkrecht dazu. Damit erhalt man 


Die Drehung von 
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eine Diedergruppe von der Ordnung 10, deren es entsprechend den 
6 Achsen 6 gibt. Die 10 Achsen durch die Flachenmittelpunkte ergeben 
ebensoviele Diedergruppen von der Ordnung 6, und die 15 Achsen 
durch die Kantenmittelpunkte liefern schlieBlich 5 Diedergruppen 
von der Ordnung 4. Hierzu kommen als die merkwiirdigsten noch 
5 Untergruppen von der Ordnung 12, die der folgenden geometrischen 
Tatsache entsprechen: Zu jeder Kante gibt es eine ihr gegeniiberliegende 
parallele. Man denke sich ein solches Kantenpaar in der XZ-Ebene 
parallel der X-Achse eines rechtwinkligen raumlichen Koordinaten- 
systems. Man erkennt nun sofort, daB es ein weiteres Kantenpaar 
parallel der Y-Achse, und ein drittes parallel der Z-Achse gibt. Die 
15 Kantenpaare zerfallen so in fiinf Systeme, von denen jedes 3 Paare 
enthalt, die unter sich ein orthogonales System bilden und je eine der 
5 oben erwahnten Diedergruppen von der Ordnung 4 liefern. Die Mittel- 
punkte der Kanten eines Systems bilden die Eckpunkte eines Oktaeders.. 
Man kann sonach dem Ikosaeder 5 Oktaeder einbeschreiben, die bei 
den Drehungen sich untereinander vertauschen. Diejenigen Drehungen 
der Ikosaedergruppe, bei denen ein Oktaeder mit sich selbst zur Deckung 
gebracht wird, bilden eine Untergruppe, deren Index 5, deren Ordnung 
also 12 ist (vgl. auch §9). Hierdurch ist gleichzeitig bewiesen, daB die 
Oktaedergruppe, deren Ordnung 24 ist, eine Untergruppe von Index 2 
enthalt; diese ist eine Tetraedergruppe. 

Hiermit ist folgende groBe Zahl von Untergruppen der Ikosaeder- 
gruppe gefunden worden: 15 Gruppen von der Ordnung 2, 10 von der 
Ordnung 3, 6 von der Ordnung 5. Diese 31 Untergruppen sind sémt- 
lich zyklisch. Dazu kommen folgende Diedergruppen: 5 von der Ord- 
nung 4, 10 von der Ordnung 6, 6 von der Ordnung 10. SchlieBlich gibt 
es noch 5 Untergruppen von der Ordnung 12, welche den Typus der 
Tetraedergruppe haben. Insgesamt sind 57 eigentliche Untergruppen 
‘aufgewiesen worden. Da8 damit alle Untergruppen aufgezahlt sind, ist 
ein Satz, der mit den Hilfsmitteln der vorigen Paragraphen nicht be- 
wiesen werden kann. 

Die moderne Gruppentheorie hat ihren Ausgang genommen von 
den Permutationsgruppen, und es soll daher schon an dieser Stelle 
einiges dariiber angemerkt werden!. Bringt man eine Anzahl ver- 
schiedener Dinge, etwa die Zahlen 1 bis m, in eine bestimmte Reihen- 
folge, so pflegt man dies eine Anordnung dieser » Dinge zu nennen, 
und man beweist leicht, daB es m! verschiedene Anordnungen von 
verschiedenen Dingen gibt. In der Gruppentheorie versteht man unter 
einer Permutation die Operation der Vertauschung, und zwar ist eine 
solche Permutation vollstandig bestimmt, wenn fiir jedes Ding ange- 
geben ist, durch welches es ersetzt wird. Eine Permutation der Zahlen 
1 bis ” wird bezeichnet, indem man in einer ersten Zeile diese Zahlen 


1 Vgl. hierzu den zweiten Aufsatz der Einleitung. 
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in irgendeiner Reihenfolge, am besten in der natiirlichen, aufschreibt 
und in eine zweite Zeile unter jede Zahl diejenige schreibt, durch die 
sie bei Vertauschung ersetzt wird. Die samtlichen Permutationen der 
Zahlen 1, 2, 3 sind sonach 


14223 123 23 1223 oyites bes 
ieee eee ae) eset bade. oe 
Fiihrt man zwei Permutationen hintereinander aus, so ist das Re- 

sultat wieder eine Permutation, die aus diesen beiden zusammen- 
gesetzte Permutation. Damit ist das Gesetz zur Gruppenbildung ge- 
geben. Das Einheitselement ist die identische Permutation, die keine 
Vertauschung ausubt; das inverse Element besteht darin, daB die Ver- 
tauschung wieder riickgingig gemacht wiid. Die 6 oben hingesclirie- 
benen Permutationen bilden eine Gruppe, deren Gruppentafel durch 
diejenige des § 2 gegeben ist, wenn man die Permutationen in der an- 
gegebenen Reihenfolge mit FE, A, B, C, D, F bezeichnet. So ist z. B. 


123 Wo anas i 2r3 
taiaen [Dalekm ty rt hs: AG= De 


Denn A ersetzt 1 durch 2, C fiihrt 2 in 3 iiber, durch AC wird daher 
é in 3 tbergefiihrt usw. 
| Die samtlichen Permutationen von n Dingen bilden eine Gruppe 
von der Ordnung ”!. Die 5 Oktaeder, die einem Ikosaeder einbeschrieben 
werden konnten, erfahren bei jeder Drehung eine Vertauschung. Daher 
14Bt sich die Ikosaedergruppe als Permutationsgruppe von 5 Dingen 
darstellen, wodurch die zentrale Stellung des Ikosaeders in der Theorie 
der Gleichungen 5. Grades bedingt ist. 

Cayleys Satz 101. Jede Gruppe & lat sich als Permutationsgruppe 
threr Elemente darstellen. : 

Beweis. Die Elemente von © seien E,A,B,... und X sei ein 
beliebiges unter ihnen, dann stellt 


Bou eA Bere 
BX AX eB GX ee 


eine Permutation derselben dar. Wir ordnen sie dem Element X zu. 
Ist S ein Element von @, so ist die obige Permutation identisch mit 
der folgenden 


SAAS A BSAS CONwers 


denn auch diese ersetzt jedes Element durch das rechts mit X multi- 
plizierte, bloB die Reihenfolge in der Schreibweise ist gedndert. Ferner 
entspricht den Elementen 

1 IE PNG 5 SN 
rs ‘ AY BY a, yes esas ( 


1 Vgl. das Zitat in der Anm. auf S. 12. 


i AS BS OR) es 


ee, Bas oe 
DY otAkek sche Cone: 
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Nun ist 
Ee POR actaint Marevesles fe bl Kai BX oo 
YO Vara ee yA RY BX YM le 
also 


ee Ue «Re "OE OR 8 ene hal A Doms 

= le, 0 sy are Ware Wage Yo wee AY NY ck oe te 
d.h. die Zusammensetzung der zu X und Y gehérigen Permutationen 
liefert die zu X Y gehorige, womit der Satz bewiesen ist. 


Scholion. 


Um die Wichtigkeit der vier Postulate nachzuweisen, sei folgen- 
des Beispiel angegeben, bei dem bloB IV nicht erfiillt ist, das aber 
ersichtlich gar nichts mehr mit einer Gruppe zu tun hat: Die Elemente 
seien die Zahlen von 0 bis 100; zwei Zahlen sei als ,, Produkt“ ihr gréBter 
gemeinschaftlicher Teiler zugeordnet. Dieses Gesetz geniigt dem Postu- 
lat I sowie dem Assoziativ- und dem Kommutativgesetz. Die Zahl 0 
bildet das Einheitselement, wenn 0 als groBter gemeinschaftlicher Teiler 
von 0 mit sich selbst definiert wird, dagegen gibt es fiir die Zahlen von 
0 bis 100 keine inversen Zahlen. Bildet man das ,,Produkt‘‘ der Zahlen 
von 0 bis 100 mit 5, so erhalt man nur | oder 5, von einer Permutation 
der Zahlen ist also keine Rede mehr. 


§ 6. Elementenkomplexe. 


Ein System von Elementen aus einer Gruppe heiBt ein Komplea. 
Wir bezeichnen einen solchen nach dem Vorgang von Frobenius! mit 
groBen deutschen Buchstaben, auBer wenn er aus einem einzigen 
Element besteht, wo im allgemeinen lateinische Buchstaben ange- 
wendet werden. Besteht der Komplex © aus den Elementen A, B,C,..., 
so wird das nach Galois in Formeln ausgedriickt unter Benutzung des 
Pluszeichens: €=A+B+C+-:-- Als weitere Regeln stellen wir 
folgende auf: &-+ 8 bedeutet die Gesamtheit der in mindestens einem 
der Komplexe %& und 8 enthaltenen Elemente, %B die Gesamtheit 
der Produkte je eines Elementes aus 2% mit einem Element aus $; 
mehrfach auftretende Elemente werden nur einmal gezadhlt. Einen 
speziellen Fall dieser Bezeichnung stellt diejenige der Nebengruppen 
§A dar. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB. der 
Komplex © eine Untergruppe ist, besteht in der Gleichung €€ = € 
(vgl. das Kriterium auf S. 20). 


Stets gilt das Distributivgesetz 
(A+ B) (C+D) = AC+AD+ BC+ BOD. 


1 Uber endliche Gruppen. Berl. Sitzungsber. 1895, S. 163. 
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Zunachst muB nun die Einteilung der Elemente einer Gruppe nach 
- einer Untergruppe und deren Nebengruppen naher untersucht werden. 
Bereits in § 3 wurde gezeigt, daB die Elemente einer Gruppe & durch 
eine Untergruppe § in Systeme zerfallen: © =§+5A+---, deren 
Anzahl gleich dem Index von § unter & ist. Diese Zerlegung ist un- 
abhangig von der speziellen Wahl der die Nebengruppen bestimmenden 
Elemente A,..., denn zwei Elemente X und Y aus @® gehéren dann 
und nur dann zur selben Nebengruppe, wenn X Y~! in § hegt. Ist nam- 
lich X Y-! = H, so wird 

§X = H(HY)=(9H)Y=OHY, 
und gehéren umgekehrt X und Y beide zur selben Nebengruppe 64, 
so folgt aus X = H,A und Y = H,A, daB 

XY-1 = (H, A) (H, A)" = HH," 
in liegt. 

Ein Komplex von der Gestalt 5A heiBt eine rechtsseitige Neben- 
gruppe und die Zerlegung © = H+ HA+::: die rechtsseitige Zer- 
legung von & nach §. 

Ein Komplex von der Gestalt A heiBt eine linksseitige Neben- 
gruppe von §. Von diesen gelten entsprechende Satze, wie von den 
rechtsseitigen. Hier sei nur der folgende bewiesen: Zwei Elemente 
B und C gehoren dann und nur dann zu derselben linksseitigen Neben- 
gruppe, wenn B-!C in § liegt. Ist namlich B-4C = H, so wird C= BH 
und B=CH-, und umgekehrt folgt aus B=AH, und C=AH, 

ys ei Oe 5 Nigel; Op 
Wir fassen dies zusammen in folgendem 

Satz 11. Eine Gruppe & zerfallt durch eine Untergruppe von der 
Ordnung h und dem Index k in k Komplexe von je h Elementen, die Unter- 
gruppe und thre rechtsseitigen Nebengruppen. Eine zweite Zerlegung 
mit entsprechenden Eigenschaften wird durch die Untergruppe und thre 
linkssettigen Nebengruppen geliefert. Zwer Elemente X und Y -gehéren 
derselben rechts- bzw. linkssettigen Nebengruppe dann und nur dann an, 
wenn XY! bzw. X-1Y in © leegt. 

Die beiden Zerlegungen sind im allgemeinen voneinander verschieden 
und stimmen nur fiir Normalteiler (§7) tberein. 

Man beweist leicht folgende Tatsache: 

Ist 

G®=H+GH4Aet s+ HA, 
eine rechtsseitige Zerlegung, so ist 
G=H+ 4,1 H+---+ 47'S 
eine linksseitige. ; 

Unter {2} versteht man die Gesamtheit der Elemente, die sich als 

Produkt von beliebig vielen Elementen aus % darstellen lassen. Jedes 
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Element aus & darf im Produkt beliebig oft vorkommen. Weil E in {2} 
liegt, so ist {2} {WU} = {YW}, daher ist {%} eine Untergruppe, und zwar 
die kleinste, welche den Komplex % enthalt. Jede Untergruppe, die 
WM enthalt, enthalt auch {2}. {%} heiBt die durch den Komplex 
erzeugte Untergruppe. {A} ist die durch das Element A erzeugte 
gyklische® Gruppe: 4). AttA*, 5, AC aa FE: 

Eine Gruppe kann gegeben werden, indem man eine Anzahl ihrer 
Elemente und die zwischen ihnen bestehenden Beziehungen gibt. Man 
hat nur noch festzusetzen, daB alle Produkte der erzeugenden Ele- 
mente dann und nur dann dasselbe Element der Gruppe ergeben, wenn 
das aus den vorgeschriebenen Relationen folgt. Die hiermit zusammen- 
hangenden Fragen sind noch nicht sehr eingehend untersucht, sie sind 
vielleicht auch besser der Theorie der unendlichen Gruppen einzuordnen. 
Wir geben aber als Betspiel die Erzeugung der Diedergruppen. Die 
Diedergruppe von der Ordnung 2m ist vollstandig bestimmt durch 
zwei Elemente A und C mit den Relationen 

Noe, ae On cy ea Se 687 BEEN, 
Alle Elemente sind enthalten in der Gestalt \ 
Ab ND (= OS, conte Vi ayiee Ob )e 

Alle weiteren Produkte lassen sich mit Hilfe der Relation 3. auf diese 
zuruickfiihren, und als Produkt zweier beliebiger Elemente A*C” und 
A*C* findet sich leicht 

A? Ci A? C= Attl-)"2 (GER 
Man verifiziere die Geltung des assoziativen Gesetzes! 

Fiir 1 = 2 erhalt man eine Gruppe von der Ordnung 4, die abelsch 
ist, weil A-1= A. Sie heiBt die Vierergrippe, ihre von E verschie- 
denen Elemente A, B, AB besitzen die Ordnung 2. 


Natiirlich kénnen die erzeugenden Relationen in verschiedener Weise fir 
dieselbe Gruppe gewahlt werden. Ein besonders eindrucksvolles und wichtiges . 
Beispiel bilden die unendlichen Gruppen, welche Thomsen} der Euklidischen 
Geometrie zugrunde gelegt hat. Wir geben m Elemente der Ordnung 2, sog. Invo- 
lutionen vor. Aus ihnen bildet man die Gruppe aller Verbindungen dieser Elemente, 
wobei man natiirlich annehmen darf, daB niemals dasselbe Element unmittelbar 
auf sich folgt, da ja A? = E ist. Nun fordern wir weiter 

Postulat: das Produkt dreier beliebiger der erzeugenden Elemente hat stets 
die Ordnung 2. 

Es gilt also ABC =CBA, denn CBA ist invers zu A BC und ein Element 
hat dann und nur dann die Ordnung 2, wenn es mit seinem inversen identisch ist. 
Dies. besagt aber, daB man bei drei aufeinanderfolgenden erzeugenden Elementen 
das erste mit dem dritten vertauschen kann. Ist nun irgend ein Produkt von 
erzeugenden Elementen gegeben, A BCDEF, so darf man die an ungerader Stelle 
stehenden Elemente ACE beliebig untereinander vertauschen, ebenso die an 
gerader Stelle stehenden BDF. Hieraus folgt, daB die Ordnung eines Produktes 
einer ungeraden Anzahl von Erzeugenden stets 2 ist. Denn schreibt man A BCD... 
ABCD..., so steht das erste B und das zweite A an einer geraden Stelle, man darf 


1 Thomsen, G.: Grundlagen der Elementargeometrie, S. 25. Leipzig 1933. 
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sie daher vertauschen und erhalt AACD...BBCD..., alsoCD...CD..., was 
wieder das Quadrat eines Produktes einer rupeerded Zahl von Erzeugenden ist, 
aber mit weniger Faktoren. 

Die Produkte von zwei Elementen nennen wir Translationen und beweisen 
leicht, daB sie vertauschbar sind. Denn in A B-CD darf man A mit C und B 
mit D vertauschen, woraus sich ergibt dB-CD=CD-AB. Nun gilt die merk- 
wiirdige Tatsache, daB unser Postulat véllig gleichwertig mit folgendem Postulat ist: 

Postulat. Die Translationen sind vertauschbar. 

Wir miissen nur noch zeigen, daB aus diesem Postulat das erste folgt, d.h. 
daB ABC-ABC=E ist. Nun schreiben wir A: BC-AB-C und vertauschen 
die beiden mittleren Translationen. Es ergibt sich in der Tat Ad: AB-BC-C=E. 

Die Elemente unserer Gruppe, welche Produkte einer geraden Anzahl von 
Erzeugenden sind, bilden eine Untergruppe vom Index 2 der ganzen Gruppe, die 
Gruppe der Translationen. Sie ist abelsch und besitzt » — 1 unabhangige Er- 
zeugende von unendlich hoher Ordnung. 


Zwei Komplexe 2% und &, fiir die US= BA ist, heiBen unter- 
einander vertauschbar. Bei der Diedergruppe ist z.B. {A}C =C {4}. 
Die Tatsache, daB ein Komplex % mit einem Element B vertauschbar 
ist: 2% B= BA, kann auch so geschrieben werden: B-1AB= YA. 

Aus zwei abstrakt gegebenen Gruppen & und @&’ mit den Elementen 
E,A,8B,... und £’, A’, B’,... kann man durch folgende Festsetzung 
eine neue Gruppe herleiten: Man postuliert, daB die Elemente von 
® und ©’ untereinander verschieden sind, und daB jedes Element von 
®% mit jedem Element von ’ vertauschbar ist. Die Produkte je eines 
Elementes von ®& und eines Elementes von ©’ bilden eine Gruppe, 
welche das direkte Produkt von ®& und ©’ genannt wird und haufig 
mit & x’ bezeichnet wird. Ihre Ordnung ist das Produkt der Ord- 
nungen von ® und &’. Man kann ferner die beiden Einheitselemente 
einander gleich setzen. Dies macht fiir die Beschaffenheit des direkten 
Produktes nichts aus, vereinfacht aber die Schreibweise. Dann 1aBt 
sich Satz 4 in folgender Weise aussprechen: Jede zyklische Gruppe 
ist das direkte Produkt von zyklischen Gruppen, deren Ordnungen 
die héchsten in der Ordnung der urspriinglichen Gruppe aufgehenden 
Primzahlpotenzen sind. 


2. Kapitel. 


Normalteiler und Faktorgruppen. 
§ 7. Normalteiler. 

Definition. Besteht zwischen zwei Elementen A und B einer Gruppe 
® eine Beziehung von der Gestalt B=X-!1AX, wobei X ebenfalls 
in ® liegt, so heiBen A und B konjugierte oder gleichberechtigte 
Elemente und man sagt: B entsteht aus A durch Transformation 
mit X. 

Fiir diese Beziehung gelten die Grundgesetze der Aquivalenz: 


1. Jedes Element ist mit sich selbst konjugiert, denn es gilt 
Am EA AR 
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2. Ist A mit B konjugiert, so ist auch B mit A konjugiert. Aus 
B=AAX folgt namlich A= X BX = (X-)"B (X-). 

3. Ist A mit C und B mit C konjugiert, so ist auch A mit B konju- 
giert. Aus C= X“AX und C= Y-"BY folgt 

B= YX AtAXYOS (XY4)AA KY); 

Satz 12. Bezetchnet man die mit einem Element konjugierten Ele- 
mente als emme Klasse von Elementen, so zerfallt die Gruppe in eine 
Anzahl von Klassen, die untereinander keine gemeinsamen Elemente 
besitzen. 

Satz 13. Elemente derselben Klasse besitzen dieselbe Ordnung. 

Beweis. Es gilt: X71AX-X7AX=X-1A?X und allgemein 
CX AX)? = X-1A*X: Ist daher A* = £, so wird (X14 X)* = X4EX 
= E, und ist umgekehrt (X7AX)*=E, so wird X-1A*X =E und 
daraus folgt A” = E, w.z.b. w. 

Aligemeiner gilt die Formel 

KAAXVAS BX XA" AB X, 
die wir folgendermaBen interpretieren: Aus einer Gleichung AB=C 
geht durch Transformation der drev Elemente mit demselben Element X 
eine richtige Gleichung hervor. 

Bilden also die Elemente E, A, B,... eine Untergruppe §, so bilden 
auch FE, X1AX,XBX,... eine Untergruppe, die wir nach dem 
vorigen Paragraphen mit X-1§X bezeichnen. 

Definition. 5 und X19X heiBen konjugierte Untergruppen. 

Konjugierte Gruppen besitzen dieselbe Ordnung und als abstrakte 
Gruppen sind sie einander gleich. Kennt man die Gruppentafel von 
so ergibt sich diejenige von X-! X dadurch, daB man die Elemente 
von § durch die mit X transformierten Elemente ersetzt. Indem wir 
die eingehende Betrachtung dieses allgemeinen Falles auf das 4. Kapitel 
verschieben, gehen wir zu der Behandlung eines besonders wichtigen 
von Galois entdeckten Spezialfalles iiber. 

Definition. Eine Untergruppe, die mit ihren konjugierten identisch 
ist, heiBt ein Normalteiler (auch eine invariante oder ausgezeichnete 
Untergruppe) der Gruppe. 

Ist also die Untergruppe §t ein Normalteiler, so gilt fiir jedes Element 
X der ganzen Gruppe die Gleichung X7*RX = MN oder RX =X MR. 
Mit jedem Element A liegt auch jedes konjugierte Element X14AX 
in Xt, d.h. ein Normalteiler enthalt mit jedem Element die ganze zugehorige 
Klasse von Elementen. Diese Bedingung ist zugleich hinreichend dafiir, 
daB eine Untergruppe einen Normalteiler bildet. 


Beispiele. 
1. Die Abelschen Gruppen. Hier bildet jedes Element fiir sich eine 
Klasse, jede Untergruppe ist Normalteiler. 
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2. Die Diedergruppen. Hier bildet die zyklische Untergruppe vom 
Index 2 einen solchen. Denn die ganze Gruppe zerfallt unter Anwen- 
dung der Bezeichnung auf S. 27 in die Nebengruppen {A} + {A}C. 
Wegen C-1AC = A-1 wird C{A} = {A} C. 

Satz 14. Jede Untergruppe vom Index 2 1st ein Normalteiler. 

Beweis. Ist § die Untergruppe von ©, und ist S ein Element 
von © auBerhalb von §, so wird G=H+HS=H+S. Daher 
wird 6S=S. 

Satz 15. Der Durchschnitt zweier Normalteiler ist wieder ein Normal- 
tetler. 

Beweis. Mit jedem Element ist die ganze zugehdrige Klasse den 
beiden Normalteilern gemeinsam. Daher besteht auch der Durchschnitt 
aus einer Summe von Klassen und ist ein Normalteiler. 

Dagegen ist ein Normalteiler eines Normalteilers nicht notwendig 
ein Normalteiler der ganzen Gruppe. 

Satz 16. Die mit allen Elementen einer Gruppe vertauschbaren Ele- 
mente bilden einen Abelschen Normalteiler, der das Zentrum der Gruppe 
genannt wird. 

Beweis. Aus AX=XA und BX=XB folgt ABX=AXB 
=XAB, d.h. mit zwei Elementen gehért auch deren Produkt dem 
Zentrum an. Das Zentrum bildet daher eine Untergruppe, und zwar 
offenbar einen Abelschen Normalteiler. Ferner ist jede Untergruppe 
des Zentrums Normalteiler der ganzen Gruppe. 

Als weitere Normalteiler erwahnen wir die durch die Elemente ~ 
einer Klasse erzeugte Untergruppe. Denn ist AB---F ein Produkt 
von Elementen einer Klasse, so ist auch X7AB-:-FX =XOAX- 
X71BX-+--X—FX ein solches fiir jedes X. Daher enthalt die Unter- 
gruppe die ganze durch AB---F reprasentierte Klasse und ist also 
Normalteiler. 

Jede Gruppe @ besitzt zwei uneigentliche Normalteiler, namlich 
ihre beiden uneigentlichen Untergruppen & und E. 

Wir definieren nun: 

Definition. Eine Gruppe, die auBer ihren beiden uneigentlichen 
Untergruppen keinen Normalteiler besitzt, heiBt eine eénfache Gruppe. 

Offenbar sind alle Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl ist, ein- 
fach. Sie sind zyklisch. Alle einfachen Abelschen Gruppen sind von 
Primzahlordnung. Denn jede Gruppe besitzt eine Untergruppe von 
Primzahlordnung und diese ist Normalteiler bei Abelschen Gruppen. Es 
gibt aber auch nichtzyklische einfache Gruppen. 

Um hierfiir ein Beispiel zu geben, wollen wir die Einfachheit der 
Ikosaedergruppe nachweisen, indem wir nur den Klassenbegriff be» 
nutzen. Schon jetzt sei aber bemerkt, daB die wirksamsten bisher 
bekannten Methoden zur Herstellung von einfachen Gruppen von der 
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Theorie der Permutationsgruppen und der Kongruenzgruppen geliefert 
werden (vgl. Kap. 8 §35 und Kap. 15 §71). 

Die Elemente der Ikosaedergruppe lassen sich in folgender Weise 
in Kkassen einteilen: 


ae 2 ; ; ‘ 
Eine Drehung A von - - um eine Achse durch eine Ecke besitzt 


die Ordnung 5. Sei X eine Drehung, welche irgendeine andere Ecke 
des Ikosaeders an ihre Stelle bringt; fiihrt man dann die Drehung A 
aus und bringt die Ecke durch X~ wieder an ihren alten Platz, so ist 


das Resultat X A X-1 eine Drehung von = um diese Ecke. Hiermit 


ist nachgewiesen, daB 12 Operationen von der Ordnung 5 in eine Klasse 
gehoren. Mit A gehort auch A-? dazu, als Drehung um die gegeniiber- 
liegende Ecke. In gleicher Weise bilden die iibrigen Elemente der Ord- 
6 
=, 
DaB diese beiden Klassen voneinander verschieden sind, folgt leicht 
aus dem eben Bewiesenen, braucht aber fiir das Folgende nicht voraus- 
gesetzt zu werden. Man beweist in gleicher Weise, daB alle 20 Elemente 
von der Ordnung 3 und alle 15 von der Ordnung 2 je eine Klasse bilden. 
Daher besitzt die Ikosaedergruppe folgende 5 Klassen: Das Einheits- 
element FE bildet eine Klasse fiir sich, die 4 iibrigen setzen sich aus 15, 
20, 12 und 12 Elementen zusammen. Eine einfache Abzahlung ergibt, 
daB kein Normalteiler vorhanden ist. Ein solcher miBte sich namlich 
aus diesen Komplexen zusammensetzen, das Einheitselement enthalten 
und auBerdem noch als Ordnung einen Teiler von 60 besitzen, was nicht 
moglich ist. 

Definition. C= B1ABA heiBt der Kommutator von A und B. 

Offenbar gilt BA = ABC, und A und B sind dann und nur dann 
vertauschbar, wenn C = E ist. 

“Satz 17. Wenn zwei Normalteiler IR und N einer Gruppe auper E 
kein gemeinsames Element besitzen, so ist yedes Element von IR mit jedem 
Element von St vertauschbar. 

Beweis. Sei A in Jt und B in &, dann liegt B4AB in M, folg- 
lich auch B1A-1B, denn dieses ist das inverse Element zum vorigen, 
daher schlieBlich auch der Kommutator C = (B-1A-1B)A. Anderer- 
seits liegt C = B-1(A-1BA) auch in %, folglich ist C gleich dem einzigen 
MM und YX gemeinsamen Element EL. 

HistorischeNotiz. Der Begriff des Normalteilers wurde von E. Galois 1830 ent- 
deckt (Lettre a Auguste Chevalier, Oeuvres publ. par E. Picard, S, 25. Paris 1897). 


Eine Publikation der Beweise von Galois erfolgte jedoch erst 1846 durch Liouville in 
seinem Journal. 


nung 5, nadmlich die Drehungen um die Winkel so eine Klasse. 


§ 8. Faktorgruppen. 


Ein Normalteiler %¢ und seine Nebengruppen konnen selbst als 
Elemente einer Gruppe aufgefaBt werden. Benutzt man namlich die 
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Verkniipfungsvorschrift fiir Komplexe, die in §6 aufgestellt worden 
ist, so ergibt sich fiir die Nebengruppen von % 


NARB— NM NAB = IA B: 


In Worten: Das Produkt zweier Nebengruppen des Normalteilers 
ist wieder eine Nebengruppe. 

Definition. Die Gruppe, deren Elemente durch einen Normal- 
teiler J¢ von @ und seine Nebengruppen gebildet werden, heiBt die 
Faktorgruppe oder Quotientengruppe des Normalteilers und wird 
mit &/N bezeichnet. Ihre Ordnung ist gleich dem Index des Normal- 
teilers, also gleich dem Quotienten der Ordnungen der ganzen Gruppe 
und des Normalteilers. 

Eine Gruppe ist nicht vollstandig bestimmt durch einen Normal- 
teiler und seine Faktorgruppe, aber ihre Ordnung ist das Produkt der 
Ordnungen des Normalteilers und der Faktorgruppe und die Analogie 
mit den Teilbarkeitseigenschaften der ganzen Zahlen kann weit fort- 
gefiihrt werden. 

Vor allen Dingen ist es nun méglich, alle Untergruppen und Normal- 
teiler von ®, welche § enthalten, zu bestimmen. Denn diese Unter- 
gruppen bestehen aus einer Anzahl von Nebengruppen von §% und es 
gelten die beiden Satze: 

Satz 18. Dvuejenigen Nebengruppen von N, ‘welche eine Untergruppe 
H von & bilden (welche N enthalt), bilden eine Untergruppe der Faktor- 
gruppe &/N. 

Beweis. § ist nicht nur von ©, sondern auch von § Normalteiler, 
wie aus der Definition des Normalteilers unmittelbar hervorgeht. Wir 
zerlegen § nach % und seinen Nebengruppen 5 = %+ NA,+---+ MNA,. 
Diese Nebengruppen bilden die Elemente der Faktorgruppe §/%, also 
eine Gruppe, und zwar eine Untergruppe von /S, weil sie auch Neben- 
gruppen von § in @& sind. 

Satz 19. Bilden die Nebengruppen N, NAg,..., NA, eine Unter- 
gruppe der Faktorgruppe &/N, so bilden die Elemente von &, welche in 
diesen Nebengruppen enthalten sind, eine Uniergruppe von &, welche N 
enthalt. 

Beweis. Wir bilden den Komplex N+ NA,+---+MA,. Da 
das Produkt zweier beliebiger dieser Nebengruppen wieder im System 
liegt, so bildet dieser Komplex eine Untergruppe von &, welche 9 enthalt. 

Offenbar ist auch der Index der entsprechenden Untergruppen 
unter © und unter ©/N derselbe. 

Es gilt nun die weitere wichtige Tatsache, daB Normalteilern des 
einen Problems Normalteiler des anderen entsprechen: 

Satz 20. jeder Normalteiler einer Faktorgruppe @/M liefert einen 
Normalteiler von ©; jeder Normalteiler von &, der N enthalt, entspricht 
einem Normalteiler der. Faktorgruppe. 
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Mit Hilfe des Komplexkalkiils von §6 kann der ganze Beweis in 
‘wenigen Strichen gegeben werden: 


Wegen RX = XM fiir jedes X in & gilt 
ASIAN Kea tRNA X = RN X-A,X. 


Ist nun /¥ Normalteiler von G/N und MRA; Element von &K/N, 
so muB die Nebengruppe ¥tX-1A;X in R/N liegen, also muB X-1A,;X 
in & liegen und & ist Normalteiler. 

Umgekehrt, ist ® Normalteiler von ©, so liegt mit A; auch X-14;X 
in &, daher ist %}X-1A;X eine Nebengruppe aus & und 8/2 ist Normal- 
teiler von @/Z. 

Die Faktorgruppe kann nur fiir Normalteiler definiert werden, denn 
es gilt der 

Satz 21. Wenn das Produkt zweier beliebiger Nebengruppen einer 
Untergruppe © stets wieder eine Nebengruppe von § 1st, so ist § Normal- 
teiler. 


Beweis. Sei h die Ordnung von §, dann enthalt nach Voraus- 
setzung bei beliebigem A der Komplex $A h Elemente. Da E in § 
vorkommt, so sind darunter die beiden Komplexe $A und Af ent- 
halten und diese miissen identisch sein, da sie beide # Elemente be- 
sitzen. Daher gilt bei beliebigen A: HA = AQ oder $= AHA. 


§ 9. Isomorphe Gruppen. 


Mit dem Begriff des Normalteilers ist aufs engste ein weiterer funda- 
mentaler Begriff der Gruppentheorie verbunden, namlich der Iso- 
morphismus zweier Gruppen. Nehmen wir als Beispiel die Drehungen 
eines regularen K6rpers, etwa eines Oktaeders. Sie bilden eine Gruppe 
® von der Ordnung 24. Bei jeder Drehung erfahren die 6 Ecken des 
Oktaeders eine Permutation, wir kénnen mit einer von Hurwitz stam- 
menden Ausdrucksweise sagen, die Permutation wird durch die Drehung 
induztert. Ebenso entspricht jeder. Drehung eine Vertauschung der 
drei Durchmesser, welche gegeniiberliegende Ecken verbinden, die 
Drehungsgruppe induziert daher auch eine Permutationsgruppe von 
drei Dingen. 

Wir gehen von einer Gruppe & mit den Elementen £, A, B,... 
aus und geben ein System ©’ von Elementen. © sei auf &’ so abgebildet, 
daB jedem Element von © ein und nur ein Element von @’ entspricht, 
wahrend jedes Element von ©’ Bild mindestens eines Elementes von 
® ist. Bei dieser Abbildung soll das Gruppengesetz (Postulat I) von 
® auf ©’ iibertragbar sein. Wenn also das Element X von & auf X’ 
von &’ abgebildet wird, so soll das Bild von A B, also (A B)’, gleich dem 
Produkt A’ B’ sein. Falls diese Forderung erfiillt ist, so bilden die 


Speiser, Gruppentheorie. 3. Aufl. 3 
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Elemente von @’ eine Gruppe. Denn das Postulat I ist nach Voraus- 
setzung erfiillt, ebenso gilt das Assoziativgesetz. Ist ferner E’ das dem 
Einheitselement E von © entsprechende Element von ’, so ergibt 
sich fiir beliebiges X aus & 
(XE) (EX) = SVE SEA, 

womit fiir E’ die nétigen Eigenschaften bewiesen sind. SchlieBlich 
folgt aus X X-1= E die Gleichung X’(X-1)' = E’. Definiert man daher 
als inverses Element zu X’ das Element (X~-1)’, so ist auch das vierte 
Postulat erfillt. 

Falls die beiden Gruppen ©& und ©’ gleichviele Elemente haben, 
so ist die Zuordnung eineindeutig, die Gruppentafel fiir G geht in die- 
jenige fiir &’ iiber, wenn man allgemein X durch X’ ersetzt, und die 
beiden Gruppen sind abstrakt betrachtet identisch. Wir bezeichnen 
in diesem Fall & und ©’ als einstufig oder holoedrisch isomorph. 

Besonders wichtig ist jedoch der Fall, wo ©’ weniger Elemente als 
@® enthalt. In diesem Fall heiBen die beiden Gruppen mehrstufig oder 
meroedrisch tsomorph. In neuerer Zeit wird haufig der Ausdruck iso- 
morph auf den Fall des einstufigen Isomorphismus eingeschrankt und 
man bezeichnet alsdann mehrstufig isomorphe Gruppen als homomorph. 

Satz 22. Ist & mehrstufig tsomorph (homomorph) mit &’, so entspricht 
dem Einheitselement E’ von &’ ein Normalteiler N von © und G' ist mit 
G/N einstufig tsomorph. 

Beweis. Die Gesamtheit der Elemente von &, denen E’ entspricht, 
bilden eine Untergruppe, denn mit A und B entspricht auch AB dem 
Element E’ E’=E’. Diese Untergruppe ist Normalteiler, denn dem 
Element X-! A X entspricht das Element X’-!£’ X’ = E’ bei beliebigem X. 
Zwei Elementen X und Y von © entspricht dann und nur dann das- 
selbe Element A’ von &’, wenn X Y—! dem Einheitselement A’ A’! = E’ 
entspricht, d.h. wenn sie in dieselbe Nebengruppe des Normalteilers 
® gehoren. Dem Produkt zweier Nebengruppen von %t entspricht das 
Produkt der zugeordneten Elemente von ©’. 

Ist eine Gruppe, die aus mehr als einem Element besteht, mit einer 
einfachen Gruppe isomorph, so ist der Isomorphismus ein holoedrischer. 
So ist z.B. die Permutationsgruppe der 5 Oktaeder, welche einem 
Ikosaeder einbeschrieben sind, bei den 60 Ikosaederdrehungen selber 
von der Ordnung 60. : 

Mit Hilfe der bisherigen Entwicklungen ist es méglich, einen voll- 
standigen Einblick in die Oktaedergruppe, auf welcher die Theorie der 
Gleichungen 4. Grades beruht, zu bekommen. Sie bildet ein auBer- 
ordentlich lehrreiches Beispiel fiir die vorangehenden Satze. 

Die drei Hauptachsen des Oktaeders, welche je zwei gegeniiber-. 
liegende Ecken verbinden, mégen als die X-, Y- und Z-Achse bezeichnet 
werden. Jeder Oktaederdrehung entspricht eine Vertauschung dieser 
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drei Achsen, und man sieht leicht, daB jede der sechs méglichen Ver- 
tauschungen dieser drei Achsen hervorgerufen wird. Damit ist ein 
Isomorphismus der Permutationsgruppe von drei Dingen mit der Gruppe 
der Oktaederdrehungen aufgedeckt, und infolgedessen besitzt die Okta- 
edergruppe, deren Ordnung 24 ist, einen Normalteiler 3¢ von der Ord- 
nung 4, bestehend aus denjenigen Drehungen, welche die drei Achsen 
in sich tiberfiihren. Diese vier Drehungen sind die identische sowie 
die drei Drehungen vom Winkel z um die drei Achsen. Ihre Faktor- 
gruppe ist eine Diedergruppe von der Ordnung 6, welche einen Normal- 
teiler vom Index 2 besitzt. Diesem entspricht ein Normalteiler der 
Oktaedergruppe von der Ordnung 12, bestehend aus Xt und den 8 Dre- 
hungen von der Ordnung 3 um die Achsen durch zwei gegentiberliegende 
Flachenmittelpunkte. Auch dieser Normalteiler besitzt eine geometri- 
sche Deutung, die am besten am Wiirfel gezeigt werden kann, dessen 
Gruppe mit der Oktaedergruppe iibereinstimmt. Der Wiirfel sei so 
aufgestellt, daB seine Kanten mit den Koordinatenachsen parallel sind. 
Der Normalteiler besteht wieder aus den drei Drehungen von z um die 
drei Koordinatenachsen und den Drehungen um Achsen durch die 
Eckpunkte. Aus den Eckpunkten kann man vier auswahlen, welche 
gleichzeitig Eckpunkte eines einbeschriebenen Tetraeders sind. Auf 
der oberen Flache parallel der X Y-Ebene seien es die beiden Ecken 
auf einer Diagonale von links vorne nach rechts hinten, auf der unteren 
diejenigen auf der Diagonale von rechts vorne nach links hinten. Die 
anderen vier Ecken bilden gleichfalls die Ecken eines einbeschriebenen 
Tetraeders. Bei jeder Drehung des Oktaeders erfahren diese zwei Tetra- 
eder eine Vertauschung, und man tiberzeugt sich sofort, daB der Normal- 
teiler aus denjenigen Drehungen besteht, bei denen jedes Tetraeder 
in sich tibergefiihrt wird, wahrend die tibrigen Drehungen eine Vertau- 
schung bewirken. Der Normalteiler von der Ordnung 12 ist holoedrisch 
isomorph mit der Gruppe der zwolf Tetraederdrehungen, er tritt auch 
als Untergruppe der Ikosaedergruppe auf. 

Ist eine mit & isomorphe Gruppe gegeben, so kann der Isomorphismus 
oft auf mehrere Arten hergestellt werden, indem & verschiedene Normal- - 
teiler besitzen kann, deren Faktorgruppen holoedrisch isomorph sind. 
Beispiele dafiir bieten sich schon unter den Abelschen Gruppen. 


Ein Isomorphismus einer Gruppe mit sich selbst heiBt Awtomorphis- 
mus (Kap. 9). Ein solcher ist stets holoedrisch. 


§ 10. Der Hauptsatz iibér Normalteiler. 


Unter einem gréften Normalteiler einer Gruppe & versteht man 
einen solchen, der in keinem anderen Normalteiler auBer & selbst ent- 
halten ist. Eine Gruppe kann mehrere groBte Normalteiler enthalten, 
und es gilt der folgende 


3* 
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Hauptsatz 23. Sind N, und N, zwei groéBte Normalteiler von & und 
ist QD thr Durchschnitt, so bestehen zwischen den Faktorgruppen die Be- 
ztehungen 


G/N, = N,/D, G/N, = N/D, 
wober das Gleichhettszeichen den holoedrischen Isomorphismus bedeutet. 


Beweis. Die durch ®, und %, erzeugte Untergruppe Jt, M,* ist 
ein Normalteiler von ©, der 9, und ®, enthalt, und ist daher mit © 
identisch. Jt, sei nach Nebengruppen von ® zerlegt 


N= D+ DA,+ DA,+°--4+ DA,. 
Alsdann bilde man 
V= MN, + M,Ay+ WpAs+-°-+ NA,. 


Dieser Komplex enthalt 9, und 9, und wir wollen zeigen, daB er mit 
N, Ny. = GY identisch ist. Es wird namlich 


N,N = RN, = MN (D + DA,+ ide + DA,) 
= 2, + RA, +::-+RA,=2L 
wegen J, D = MN. 

Die Faktorgruppen @G/%t, und %,/® sind holoedrisch isomorph, 
denn aus 9t,A; = N,A, folgt, daB A;A,;* in M, und daher in 9D liegt, 
d.h. daB z= ist. Und ferner folgt aus %t,.4;3t,A, = M,A; sofort 
DA;DA, = DA;, und umgekehrt. Damit ist die zweite Gleichung, 
namlich G/M, = Yt,/D, bewiesen. Die erste folgt durch Vertauschung 
der beiden Normalteiler. 


Satz 24. Ist NM Normalteiler und 4 Uniergruppe von &, bezeichnet 
D den Durchschnitt von $ und N, ferner & den Komplex HN, so ist Q 
eine Gruppe und D ist Normalteiler von und es gilt YIN = H/D. 


Beweis. Weil St mit allen Elementen von ® vertauschbar ist, gilt 
NH= HN und NHNH=MNNHH = NH, womit bewiesen ist, daB L 
eine Untergruppe von @& ist. Daher ist Xt auch Normalteiler von &. 
Wir bilden nun & auf ©/% ab, indem wir alle Elemente von, % durch 
E ersetzen. Hierbei gehen genau diejenigen Elemente von § in E iiber, 
welche in §t, also in D liegen. Daher ist D Normalteiler von § und § 
geht in §/D tiber. Ferner ist das Bild von {= HM gleich dem Bild 
von §, weil % in E tibergeht, und die Gruppe &/R = H/®. 


__Es ist niitzlich, die Satze durch ein geometrisches Bild zu befestigen. 
Wit wahlen dazu die Darstellung der Gruppe und ihrer Untergruppen 
durch einen sog. Graph. Man ordnet jeder Untergruppe einen Punkt 
zu und verbindet zwei Punkte durch eine Strecke, falls die zugeordneten 


| * {Ny Ne} = MN, MN.; denn MN, und M, sind vertauschbar, woraus folgt MN, Ns° 


1 vbo = Ny Ne. 
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Untergruppen in der Beziehung: Gruppe zu Untergruppe stehen. 
Natiirlich braucht man bei einem solchen Schema nicht alle Unter- 
gruppen zu beriicksichtigen. Der Satz 23 nimmt dann die Gestalt 
eines Parallelogrammes (Abb. 1) an. Gegeniiberliegende Seiten re- 
prasentieren isomorphe Faktorgruppen. 6 

Satz 24 ergibt ebenfalls ein Parallelogramm 
(Abb. 2), aber nur ein Paar gegeniiberliegender 
Seiten entspricht hier einer Faktorgruppe, 
das andere reprasentiert bloB die Tatsache, 
daB die Indices dieselben sind. 

Man kann auf diese Weise auch kompliziertere : aye 
Satze tibersichtlich gestalten, etwa folgenden: . 

Satz 25. YW und B seten zwei: Normaltetler, U eine beliebige Unter- 
gruppe von &. Ferner bedeute allgemein O(U) die Ordnung der Gruppe A. 
Dann gilt 

O (X) :0 (B) = {0 (AU) :O(BU)}{O(A A VU): O(BA W}. 


Beweis. Man zeichne untenstehendes Schema 2-ne 
(Abb. 3). 
Wir haben hier die beiden Parallelogramme XY, . 
AU,U, WAU und U, BU, B, BAU. ® 
Nun gilt 
OM) OM) —— O(M AU) O(BAY D-Mak 
0(B8) O(MAU) O(BAU) O(B) © Abb. 2. 


Aus dem Parallelogramm folgt aber die Gleichheit der 
Seite A> (WA U) mit WU— U und der Seite B A U> B mit U> Bu. 
Daher wird 
O(a)  O(BAU) _ O(ANU) 
0 (4 A U) O(B) O(S UU)’ 
denn zu gleichen Seiten gehdren gleiche Indices. Setzt man dies oben 
ein, so erhalt man die Aussage des Satzes. WN 

Der Satz 24 besitzt sein Analogon in der BL 
elementaren Zahlentheorie. Dortbeweistman: g 

Sind / und & zwei ganze positive Zahlen 8 
und ist d der gr6Bte gemeinsame Teiler, / das 
kleinste gemeinsame Vielfache derselben, so 
gelten die Gleichungen Per 

Wh=k/d und I/k=hd. 

Hier gilt nach dem eben bewiesenen Satz 25: 

Sind § und & zwei Untergruppen von @, die beide in der durch 
sie erzeugten Gruppe {HR} = & als Normalteiler enthalten sind (d. h. 
jedes Element der einen Gruppe ist mit der anderen Gruppe vertausch- 
bar), bezeichnet man ferner den Durchschnitt von § und & mit D, so 
gelten im Sinne des holoedrischen Isomorphismus die beiden Gleichungen 


YH=R/D und YR=G$/®. 
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Satz 26. Ist s die niedrigste Potenz des Elementes A aus &, die in 
einem Normalteiler N von & liegt, so ist s ein Terler des Indexes von N 
unter &. 

Beweis. Der Komplex 


C—=MNM+ MA --- 4+ RAS? 
bildet eine Untergruppe von @, denn er kann mit M{A} bezeichnet 
werden und A ist mit Yt vertauschbar, weil 93t Normalteiler von © ist. 
Die Ordnung s von ©/%.ist ein Teiler der Ordnung von /J. 


§ 11. Kompositionsreihen. 


Definition. Ist ¥, ein groBter Normalteiler von %, ®, ein gréBter 
Normalteiler von 9t, (der nicht notwendig Normalteiler von © zu sein 
braucht), 93t, ein groBter Normalteiler von 9%, usw., so erhalt man eine 
Reihe von Untergruppen, deren jede in der vorhergehenden enthalten 
ist und die mit E schlieBt: &, 3, MN, ..., MN, = E. Diese Reihe heiBt 
eine Kompositionsreihe von &. 

Die Faktorgruppen zweier aufeinanderfolgenden Gruppen der Reihe: 
G/N, M/MNe, ..-, M_3/N, sind lauter einfache Gruppen, denn wenn 
M;/N; 4, einen Normalteiler beséBe, so gabe es nach Satz 20 einen Normal- 
teiler von %;, der %;,, als eigentlichen Normalteiler enthielte gegen die 
Voraussetzung. Diese einfachen Gruppen sollen als die Primfaktor- 
gruppen oder einfacher als die Primfaktoren der Kompositionsreihe 
bezeichnet werden. 


Fundamentalsatz 27 von Jordan-Holder. Fiir zwei beltebige Kom- 
positionsrethen stimmen die Primfaktorgruppen in ihrer Gesamtheit, 
aber nicht notwendtg in threr Rethenfolge, iiberein. 

Dieser Satz bildet ein gewisses Analogon zu dem Satz iiber die 
eindeutige Zerlegbarkeit einer ganzen Zahl in Primfaktoren. Immerhin 
ist zu bemerken, daB eine Gruppe durch die Primfaktorgruppen der 
Kompositionsreihen nur in speziellen Fallen, z.B. wenn sie einfach 
ist, vollstandig bestimmt ist, und daB bei gegebener Reihenfolge der 
Primfaktorgruppen nicht notwendig eine Kompositionsreihe existiert, 
welche gerade diese Reihenfolge liefert. 

Beweis. Der Satz ist selbstverstandlich fiir einfache Gruppen und 
daher fiir alle Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl ist. Zum Be- 
weis des allgemeinen Satzes wendet man vollstandige Induktion an. 
Der Satz sei bewiesen fiir alle Gruppen, deren Ordnung ein Produkt 
von weniger als ” Primzahlen ist, und die Ordnung von ©& sei ein Pro- 
dukt von » Primzahlen. Man darf ferner voraussetzen, daB ® einen 
eigentlichen Normalteiler besitzt, da der Satz fiir den anderen Fall 


1 C. Jordan bewies 1870 in seinem traité des substitutions die Gleichheit der 
Ordnungen der Faktorgruppen; O. Holder: Math. Ann. Bd. 34 (1897), S.37, die 
Gleichheit der Faktorgruppen. 
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selbstverstandlich ist. Wenn @ nur einen gréBten Normalteiler be- 
sitzt, so folgt der Satz sofort aus der Voraussetzung. Es seien daher 
zwei Kompositionsreihen von & gegeben mit verschiedenen ersten 
Normalteilern: ©, M,, Mt, ..., M—E und G, %, W,..., NR, =—E. 
LaBt man in den beiden Reihen & weg, so erhalt man Kompositions- 
reihen fiir It, und Yt, und fiir diese beiden Gruppen gilt der Satz nach 
Voraussetzung. Der Durchschnitt von I, und MN, sei D,, dann gilt 
wegen Satz 24 
G/M, = %/D, und G/N, = M,/D,. 
Weil G/M, und G/N, einfache Gruppen sind, so ist D, groBter Normal- 
teiler sowohl von $M, als von Yt, und man kann daher fiir diese beiden 
Untergruppen Kompositionsreihen bilden, die mit ©, beginnen und 
von da an tibereinstimmen 
Dar Oi, Das. .2, ye = Nd ON 2 Det es Dy Le: 
Die beiden Kompositionsreihen von ©: 
Gi Mis Dives te, nd: 3S, Ny, Discs, 
besitzen wegen G/M, = N,/D, und G/IXR, = Mt,/D, dieselben Primfaktor- 
gruppen. Dasselbe gilt von den beiden Reihen: 
GM, Ma. DLL ound GM, D,..5£; 
sowie von den beiden Reihen: 
WON Dies ese ee UN” OD, Ute Oy, <a. es 
denn die beiden ersten Reihen bestehen aus & und zwei Kompositions- 
reihen von St, fiir welche nach der Voraussetzung der vollstandigen 
Induktion der Satz gilt. Fiir die beiden’ letzten Reihen gilt dasselbe. 
Nimmt man alles zusammen, so ergibt sich der Beweis unseres Satzes. 

Definition. Eine Gruppe, deren Primfaktorgruppen sdmtlich ein- 
fache Gruppen von Primzahlordnung, also zyklische Gruppen sind, 
heiBt eine auflésbare Gruppe. 

Die Oktaedergruppe ist auflésbar, denn sie besitzt einen Normal- 
teiler vom Index 2, dieser eimen solchen vom Index 3, nadmlich eine 
Diedergruppe von der Ordnung 4. Diese letztere ist Abelsch und be- 
sitzt drei Normalteiler vom Index 2, deren Ordnung 2 ist. Es gibt also 
3 Kompositionsreihen, je mit 3 zyklischen Primfaktorgruppen von der 
Ordnung 2 und einer von der Ordnung 3. Man beweist leicht, daB aur 
die eine Anordnung 2, 3, 2, 2 méglich ist. 

Ist IN ein Normalteiler von ©, so gibt es stets eine Kompositions- 
reihe von @, die Mt enthalt. Entweder ist IN ein grdBter Normal- 
teiler von ©, dann ist die Behauptung selbstverstandlich. Im anderen 
Falle sei 9t, ein eigentlicher Normalteiler von ©, der JR enthalt, und 
zwar ein gréBter von dieser Beschaffenheit. Er ist gré8ter Normal- 
teiler von @. Wenn IM noch nicht gréBter Normalteiler von MN, ist, 
so suche man wie vorher einen solchen, der J enthalt. Man erhalt 
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so eine Kompositionsreihe von ®, die zunachst bis J lauft, und von 
hier aus fahrt man in der tiblichen Weise fort. Ist diese Reihe ©, Jt, 
Mz, ..-, M,..., so bildet G/M, N/M, N/M, ..., M/M = E eine Kom- 
positionsreihe von @/3 und man erhalt alle Kompositionsreihen von 
®, die I enthalten, bis zu dieser Untergruppe 3, indem man alle 
Kompositionsreihen von @/IM bildet. 

Satz 28. Jede Untergruppe einer auflosbaren Gruppe ist auflésbar 
und thre Primfaktorgruppen bestehen aus einem Teil derjenigen der 
ganzen Gruppe. 

Beweis. Sei eine Untergruppe der auflésbaren Gruppe © und 
sei &, M,,..., NR, = E eine Kompositionsreihe von &. Die letzte Gruppe 
dieser Reihe, die 5 enthalt, sei §;_,, dann ist %; als Normalieiler 
von %;_, mit jedem Element von § vertauschbar und {%; 5} = M;_1, 
weil dies eine Gruppe sein muB, die 9; als eigentlichen Normalteiler 
enthalt, wahrend sie selbst in %t;_,; enthalten ist; zwischen %; und 
M,;_,; gibt es aber keine Gruppe, da 9t;_,/N; eine Gruppe von Primzahl- 
ordnung ist. Der Durchschnitt 5; von § und §; ist Normalteiler von 
©, und nach Satz 24 wird §/H; = %;_1/M;. Daher ist $; ein gréBter 
Normalteiler von § und ist ganz in §; enthalten. Eine Fortsetzung 
dieses Verfahrens ergibt den Beweis unseres Satzes. 

Satz 29. Es set §; der Durchschnitt einer Untergruppe $ mit N;, 
der (1+ 1)-ten Gruppe in der Kompositionsrethe &, N,, Ns, ..., N= E, 
fir 1=1,2,...,7, dann ist §;_,/; holoedrisch tsomorph mit N;_4/N; 
oder mit einer Untergruppe von N;_1/N;. . 

Beweis. Man zeigt wie beim vorigen Beweis, daB jedes Element 
von §;_,; mit 9; vertauschbar ist und daB {§,_; N;} = &; in N;_, ent- 
halten ist. Daraus folgt, daB &;/9; eine Untergruppe von ;_,/9; ist. 
Ferner ist &,/M; = §;_1/H;. 

Der Satz 28 ist ein spezieller Fall von Satz 29. §, §,,...,6,=E 
bildet nicht notwendig eine Kompositionsreihe fiir §, aber man kann 
weitere Gruppen dazwischen schalten unter Benutzung der Kompo- 
sitionsreihen von §;_,/; und so zu einer Kompositionsreihe fiir § ge- 
langen. Natiirlich brauchen die Gruppen §; nicht alle voneinander 
verschieden zu sein, §; kann ebensogut eigentlicher als uneigentlicher 
Normalteiler von §;_; sein. 


§ 12. Hauptreihen. 


Man kann dhnliche Reihen wie die Kompositionsreihen bilden, 
indem man nur Normalteiler von @ zulaBt. 

Definition. Eine Reihe von Normalteilern von ©: ©, 3, N,...; 
N, = E heiBt eine Hauptreihe von &, wenn jeder im vorhergehenden 
enthalten ist und wenn kein Normalteiler von © dazwischengeschaltet 
werden kann, der in §%;_, enthalten ist und ®; enthalt. Die Faktor- 
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gruppen G/N, N/Ne,..., N/E = N,_, heiBen die Primfaktorgruppen 
der Hauptreihe. 

Satz 30. Die Primfaktorgruppen zweier Hauptreihen derselben Gruppe 
stimmen tn threr Gesamtheit untereinander iiberein. 

Beweis. Da tj, Ms,..., 2,1, E im allgemeinen nicht mehr Haupt- 
reihe von SR, sein wird, so muB die vollstandige Induktion etwas anders 
angewandt werden als im Fall der Kompositionsreihen. Der letzte 
Normalteiler 3t,_; vor E ist ein solcher, der keinen eigentlichen Normal- 
teiler von & enthalt auBer sich selbst. Einen solchen Normalteiler heiBt 
man einen kleinsten Normalteiler. Die Ordnung von & sei ein Pro- 
dukt von » Primfaktoren und die Giiltigkeit des Satzes sei voraus- 
gesetzt fiir alle Gruppen, deren Ordnung das Produkt von héchstens 
m—1 Primfaktoren ist. Die Reihe G/%,_1, 9t/¥_1,..., Ny—2/N,_1, E 
bildet nach Satz 20 eine Hauptreihe fiir &/%,_,. Wenn © nur einen 
kleinsten Normalteiler besitzt, so folgt der Satz aus der Voraussetzung, 
da er fiir G/%,_, gilt. Ebenso folgt der Satz fiir zwei Hauptreihen die 
denselben kleinsten Normalteiler enthalten. Nun seien I% und M zwei 
kleinste Normalteiler und ® = It x M (vgl. Satz 17) der durch sie 
erzeugte Normalteiler. Nach Satz 25 gilt im Sinne holoedrischer Iso- 
morphie &/X = M und K/M= RN. Zwischen KR und Mt und ebenso 
zwischen & und §t gibt es keinen Normalteiler von &, denn ein Normal- 
teiler zwischen ® und J miiBte neben Yt noch mindestens ein Element 
aus §t, daher auch dessen ganze Klasse und den durch sie erzeugten 
Normalteiler enthalten. Dieser letztere ist aber identisch mit 9, weil 
M kleinster Normalteiler ist. Nun sei G, &,,..., R, M, E eine Haupt- 
reihe, die & enthalt. Dann ist auch @, &,,..., ®, N, E eine solche. 
Die Primfaktorgruppen dieser beiden Reihen stimmen tiberein, also auch 
diejenigen aller Hauptreihen, die 3 oder § enthalten, w. z. b. w. 

Satz 31. Ein kleinster Normalteiler ist entweder eine einfache Gruppe 
oder das direkte Produkt holoedrisch itsomorpher einfacher Gruppen. 

Beweis. Der Satz gilt fiir Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl 
ist. Wir kénnen daher vollstandige Induktion anwenden und den Satz 
fiir Gruppen niedrigerer Ordnung als & voraussetzen. Es sei §t ein 
kleinster Normalteiler von ®. Ist §t einfach, so gilt der Satz 31. Ist 
MN nicht einfach, so besitzt 9. einen kleinsten Normalteiler §§ und von 
diesem diirfen wir voraussetzen, daB er das direkte Produkt einfacher 
Gruppen ist. Im allgemeinen wird 3 nicht Normalteiler von © sein, 
aber mit § ist auch X-!$X, wo X ein beliebiges Element von © be- 
deutet, in 9 enthalten. X-1GX ist Normalteiler von X7?*RX = MN. 
Die verschiedenen Gruppen, die man erhalt, wenn X alle Elemente 
von ® durchlauft, seien J, ®, &,.... Die durch sie erzeugte Gruppe 
ist ein Normalteiler von ©, der in 9 enthalten ist und daher mit 
iibereinstimmt. % und & besitzen auBer E kein Element gemeinsam, 
da der Durchschnitt von § und & ein Normalteiler von ® sein muB. 
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Die Gruppe {38} ist daher wegen Satz 17 das direkte Produkt von 3 
und &, also § xX &, und auBerdem Normalteiler von 9. Sie kann noch 
weitere Gruppen aus der Reihe §, &, 2... enthalten. Wenn sie aber 
@ nicht enthalt, so ist wieder jedes Element von & mit jedem Element 
von § X & vertauschbar und man hat das direkte Produkt § x R x @ 
zu bilden. Indem man so fortfahrt, erhalt man schlieBlich 9 dargestellt 
als das direkte Produkt gewisser Gruppen aus der Reihe 9, 8, &.... 
Diese sind saémtlich holoedrisch isomorph, da sie in & konjugiert sind, 
ferner sind sie direkte Produkte einfacher Gruppen nach Voraussetzung. 
Also ist auch § das direkte Produkt einfacher Gruppen, womit der 
Satz bewiesen ist. 

Satz 32. Die Primfaktorgruppen einer Hauptrethe sind einjache 
Gruppen oder das direkte Produkt holoedrisch isomorpher einfacher 
Gruppen. 

Beweis. Ist &, M,, %,..., E eine Hauptreihe von ©, dann bildet, 
wie schon bemerkt, G/%;, 3,/N,,..., W_1/M;, E eine Hauptreihe fir 
@/N;. Daher ist ;_1/M; ein kleinster Normalteiler von ©/N,; und hat 
also die verlangte Beschaffenheit. 

Aus einer Hauptreihe kann leicht eine Kompositionsreihe gebildet 
werden, indem man gewisse Gruppen einschaltet. Ist ;_,/%,; eine ein- 
fache Gruppe, so ist das offenbar nicht méglich, ist dagegen diese Faktor- 
gruppe das direkte Produkt von m holoedrisch isomorphen Gruppen 
vom Typus %, so kann man zwischen %t;_, und §; genau »—1 Gruppen 
R,, Ky, ..., Ry-1 hineinfiigen und es wird 


N;_3/Ry — R,/R, = a aS Gaps ny 


Macht man das fiir alle Primfaktorgruppen der Hauptreihe, so erhalt 
man eine Kompositionsreihe. 

Satz 33. Fiir aufldsbare Gruppen bestehen die Primfaktorgruppen 
der Hauptrethen aus Abelschen Gruppen, welche direktes Produkt zykli- 
scher Gruppen von Primzahlordnung sind. 


Beweis. Unter den Primfaktorgruppen kénnen keine direkten 
Produkte von nicht-Abelschen einfachen Gruppen vorkommen, denn 
diese mti8ten auch in der Kompositionsreihe als Primfaktoren auftreten. 
Daher sind sie direkte Produkte von Abelschen einfachen Gruppen und 
letztere haben nach §7 Primzahlordnung. 


Satz 34, Alle Abelschen Gruppen sind aufldsbar. 


Beweis. Der Satz folgt aus den allgemeinen Theoremen von § 17 
ohne weiteres. Wir kénnen ihn aber im AnschluB an den vorigen Satz 
so beweisen: In einer Abelschen Gruppe sind auch alle Faktorgruppen 
daher auch die Primfaktorgruppen auflésbar; man kann folglich die 
Hauptreihen zu Kompositionsreihen erganzen, fiir welche die Prim- 
faktorgruppen Primzahlordnung haben. 
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§ 13. Kommutatorgruppen. 


Ist C der Kommutator von A und B, so ist X-1C X derjenige von 
X1AX und X-1BX. Daher bildet die Gesamtheit der Kommutatoren 
einer Gruppe einen invarianten Komplex, der im allgemeinen keine 
Untergruppe ist. Der von diesem Komplex erzeugte Normalteiler heiBt 
die Kommutatorgruppe von ©. 

Satz 35. Die Faktorgruppe der Kommutatorgruppe ist Abelsch und 
die Kommutatorgruppe ist in jedem Normalteiler enthalten, dessen Faktor- 
' gruppe Abelsch 1st. 


Beweis. Sei © die Kommutatorgruppe und C der Kommutator 
der beiden Elemente A und B von &. Dann wird, wegen BA = ABC, 


(BG) (AG) = BAC = ABCE = ABE = (AG) (BO). 


Ist umgekehrt fiir den Normalteiler 9 stets (A MN) (BM) = (BM) (AN), 
so wird ABXN—= BAN und daher insbesondere BA = ABN, wobei 
N in % liegt. Daher enthalt 9 jeden Kommutator und damit die ganze 
Kommutatorgruppe. 

Die Kommutatorgruppe ist Durchschnitt aller Normalteiler mit Abel- 
scher Faktorgruppe, und insbesondere gilt der Satz, daB der Durch- 
schnitt zweier Normalteiler mit Abelscher Faktorgruppe selbst eine 
Abelsche Faktorgruppe besitzt. Jede Untergruppe von ©, die © ent- 
halt, ist Normalteiler von &, weil /C Abelsch ist (Satz 20). 

Die Kommutatorgruppe heiBt auch erste abgeleitete Gruppe oder 
erste Ableitung von &. Sie besitzt selbst eine Kommutatorgruppe, 
die zweite Ableitung von &. Auch die zweite Ableitung ist Normal- 
teiler von ©, und der Beweis dieser Tatsache verlauft genau so wie 
derjenige fiir die erste Ableitung. Indem man die Kommutatorgruppe 
der zweiten Ableitung bildet, erhalt man die dritte Ableitung, und eine 
Fortsetzung dieses Verfahrens liefert die Reihe der abgeleiteten Gruppen. 
Diese Reihe hat ein Ende, sobald eine Gruppe auftritt, die mit ihrer 
Kommutatorgruppe iibereinstimmt, was z. B. stets eintritt, wenn sie 
einfach und nicht zyklisch ist. 

Satz 36. Eine Gruppe, fiir welche-die Rethe der Ableitungen mit E 
schliet, ist auflésbar und alle auflosbaren Gruppen besitzen diese Eigenschaft. 

Beweis. Sei, %,, %,,...,£ die Reihe der Ableitungen von ©; 
dann ist 2;_,/2%; Abelsch und daher auflésbar; man kann also zwischen 
die einzelnen Gruppen dieser Reihe, wenn notig, weitere einschalten, 
so daB man eine Kompositionsreihe von © erhalt, deren Primfaktor- 
gruppen sdmtlich Primzahlen als Ordnungen haben. Daher ist © auf- 
lésbar. Ist umgekehrt & auflésbar, so ist die Faktorgruppe jedes ihrer 
groBten Normalteiler Abelsch, und die Kommutatorgruppe von © ist 
daher von & verschieden. Dasselbe gilt von allen abgeleiteten Gruppen, 
denn jede Untergruppe einer auflésbaren Gruppe ist auflésbar (Satz 28). 
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Ist © auf ©’ abgebildet, so werden die Kommutatoren von & auf 
die Kommutatoren von ’ abgebildet und jeder Kommutator von &’ 
ist Bild von mindestens einem Kommutator von ©. Daher wird die 
Ableitung von © auf die Ableitung von @’ abgebildet und dasselbe 
gilt von den hdheren Ableitungen. Hieraus ergibt sich der 

Satz 37. Ist G auf WG’ abgebildet, 30 leistet diese Abbildung auch 
eine solche der 1-ten Ableitung von & auf die 1-te Ableitung von W’. 

Aus diesem Satz folgt unmittelbar 

Satz 38. Ist M ein Normalteiler von & und ist dre t-te Ableitung von 
@/MN die erste, welche gleich dem Einheitselement N dieser Faktorgruppe 
ist, so ist die 1-te Ablettung von & die erste, welche in Nt enthalten 1st. 

Beweis. Nach dem vorigen Satz wird die 7-te Ableitung von © auf 
das Einheitselement von (/9t abgebildet und liegt daher in %. Dagegen 
wird die (s—1)-te Ableitung von ®& nicht auf das Einheitselement von 
@%/N abgebildet und ist daher nicht in ¥ enthalten. 

Satz 39. Sind N, und N, zwet Normalteiler von & ohne gemeinsame 
Elemente auBer E, und sind die i-ten Ableitungen von &/N, und B/N, 
die Einhettselemente der betreffenden Gruppen, so 1st auch die t-te Ab- 
leitung von & gleich E. 

Beweis. Nach dem vorigen Satz ist die i-te Ableitung Y%; von & 
sowohl in 9, als in 9, enthalten und daher gleich E. 


§ 14. Ein Theorem von Frobenius. 


Durch die bisher gewonnenen Ergebnisse sind wir in den Stand | 
gesetzt, folgenden Fundamentalsatz von Frobenius? zu beweisen 

Satz 40. Ist g die Ordnung der Gruppe & und ist n ein Tetler von g, 
so 1st die Anzahl der Elemente aus &, die der Gleichung X" = E geniigen, 
durch n teilbar. 

Da X=E stets eine Loésung ist, so muB die Anzahl mindestens 
gleich m sein. 

Beweis. Der Satz gilt fiir Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl 
ist, und wir kénnen daher die Methode der vollstandigen-Induktion an- 
wenden. Wir setzen ihn also als bewiesen voraus fiir alle Gruppen, 
deren Ordnung ein Teiler von g ist. In der Gruppe © selbst gilt der 
Satz fiir »=g, denn die g Elemente von  geniigen der Gleichung 
X&=£F, Indem wir noch einmal vollstandige Induktion anwenden, 
nehmen wir an, daB der Satz gilt fiir ~ =m, wobei p eine Primzahl 
ist und beweisen, daB der Satz auch fiir m gilt. 

Die Anzahl der Elemente, deren Ordnung ein Teiler von / ist, wollen 
wir mit m, bezeichnen. Dann besagt also unsere Voraussetzung, daB 
Nm» durch mp teilbar ist. Diejenigen Elemente, deren Ordnung ein 


1 Frobenius, G.: Uber einen Fundamentalsatz der Gruppentheorie. Berl. 
Sitzungsber. 1903, S. 987 und 1907, S. 428. 
G 
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Teiler von m ist, sind enthalten unter den n,,, Elementen, deren Ord- 
nung ein Teiler von mp ist. Daher wird 

Nm p = Ny + Nm; 
wobei n,, die Anzahl derjenigen Elemente bezeichnet, deren Ordnung 
_ ein Teiler von mp, aber nicht von m ist. Wenn wir zeigen kénnen, daB 
NM» durch m teilbar ist, so folgt dasselbe auch fiir n,,. 


Wir setzen nun m = p*~1s, wobei s zu # prim ist, und zeigen zuerst, 
daB n,, durch #*~*, nachher, daB n,, durch s teilbar ist. Daraus folgt 
dann, daB n,, durch m teilbar ist. 


Der Komplex % der durch n,, abgezihlten Elemente besteht aus 
lauter Elementen, deren Ordnung durch #*, aber nicht durch p*+} 
teilbar ist. Jedes dieser Elemente J4Bt sich auf eine und nur eine Weise 
als Produkt PQ darstellen, wobei die Ordnung von P gleich p%, die- 
jenige von Q zu p prim ist und P und Q vertauschbar sind. Zu jedem 
Element von % gehdrt also eindeutig ein ,,Konstituent“ P von der 
Ordnung ~%. DaB n,, durch %~! teilbar ist, 1aBt sich folgendermaBen 
einsehen. Ist ~%7 die Ordnung des Elementes A aus %, so gibt es unter 
den Potenzen von A (§4) p(p*7) = ~*-'(p—1) p(r) Elemente, deren 
Ordnung #7 ist, und diese Zahl ist durch #*~} teilbar. Die Elemente 
von 2% lassen sich so in Systeme ohne gemeinsame Elemente einteilen, 
und die Anzahl der Elemente in jedem System ist durch p*~? teilbar. 
Das gleiche gilt also auch fiir n,,. 

Nun muB gezeigt werden, daB diese Zahl auch durch s teilbar ist, 
und zu dem Zweck betrachten wir diejenigen Elemente aus 2, deren 
Konstituent dasselbe Element P ist. Die Gesamtheit der Elemente 
aus &%, die mit P vertauschbar sind, bildet eine Untergruppe §, deren 
Ordnung mit p*t bezeichnet sei. Der Index der durch P erzeugten 
zyklischen Gruppe $$ unter § ist alsdann ¢. Wir betrachten nun die 
Faktorgruppe §/%$. Da ihre,Ordnung ein Teiler von g ist, so gilt fiir 
sie der zu beweisende Satz. Ist also s’ der groBte gemeinsame Teiler 
von s und #, so ist die Anzahl der Elemente der Faktorgruppe $/, 
deren Ordnung ein Teiler von s’ ist, durch s’ teilbar. Die Anzahl der 
Elemente, deren Konstituent P ist, ist also durch s’ teilbar, denn jede- 
Nebengruppe von ‘%, deren Ordnung Teiler von s’ ist, liefert genau 
ein solches Element aus Y&. Wir betrachten nun die Klasse von P. 
Sie enthalt genau g/p*t Elemente. Jedes dieser Elemente ist Kon- 
stituent von gleich vielen Elementen aus 2% und die Anzahl der durch 
sie gelieferten Elemente von 2% ist daher teilbar durch g s’/p’*t. 

DaB diese Zahl durch s teilbar ist, folgt nun ohne weiteres: s’ ist 
groBter gemeinschaftlicher Teiler von s und #, daher ist gs’ durch st 
teilbar, denn s und ¢ sind Teiler von g; und da s zu p prim ist, so ist 
die Behauptung bewiesen. Hieraus folgt nun, daB sich die Elemente 
von Y% in Systeme einteilen lassen, deren jedes eine durch s teilbare 
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Anzahl von Elementen besitzt und von denen je zwei keine gemein- 
samen Elemente enthalten. Die Elemente desselben Systems sind da- 
durch verbunden, daB ihre Konstituenten zur selben Klasse gehéren. 
Hieraus folgt, daB n,, auch durch s teilbar ist, womit der Satz bewiesen ist. 


3. Kapitel. 
Abelsche Gruppen. 


§ 15. Basis einer Abelschen Gruppe. 


In §4 haben wir einen Spezialfall der Abelschen Gruppen, die 
zyklischen Gruppen, behandelt, nun wollen wir die ailgemeine Theorie 
der Gruppen mit kommutativer Multiplikation aufstellen und ein Ver- 
fahren angeben, alle zugehérigen Gruppen herzustellen. 

Definition. Die Elemente A,, A,,..., A, mit den Ordnungen 1, 
Mo, ...,%, heiBen eine Basis einer Abelschen Gruppe, wenn sich jedes 
Element der Gruppe auf eine und nur eine Weise in der Gestalt 


LO ee a RE 
a Aa Ax %, 
A= An dav Ar Oe Oe 


darstellen 1aBt. 

Erinnern wir uns an die Definition des direkten Produktes in § 6, 
so kénnen wir die Definition auch so fassen: Die Elemente A,, Az,..., A, 
bilden eine Basis der Gruppe, wenn diese das direkte Produkt der 
zyklischen Gruppen {A,}, {A,},..., {A,} ist. Offenbar ist die Ordnung 
der ganzen Gruppe gleich dem Produkt der Ordnungen der Basiselemente. 

In einer zyklischen Gruppe bildet ein erzeugendes Element eine 
Basis, aber es ist im allgemeinen médglich, mehrgliedrige Basen zu 
finden, immer dann namlich, wenn die Ordnung in ein Produkt zu- 
einander primer Faktoren zerlegt werden: kann: So bilden in der Be- 
zeichnungsweise von Satz 7 die beiden Elemente A’ und A™ eine Basis 
der durch A erzeugten zyklischen Gruppe. Allgemein gilt die Tat- 
sache (Satz 4 und 8), daB eine zyklische Gruppe direktes Produkt von 
zyklischen Gruppen ist, deren Ordnungen Primzahlpotenzen sind. Man 
kann also die Basis stets so wahlen, daB8 die Ordnungen der Basis- 
elemente Primzahlpotenzen sind. Umgekehrt, sind die Ordnungen der 
Basiselemente zueinander prim, so ist die Gruppe zyklisch. Ein er- 
zeugendes Element der ganzen Gruppe wird z. B. durch das eee 
der Basiselemente geliefert. Denn ist 


(Aj Ag. Ay) = bs 
so mu gelten A? = FE fir jedes Basiselement und a muB durch die 


Ordnungen aller Elemente teilbar sein, daher auch durch deren Pro- 
dukt, weil sie zueinander prim sind, d.h. a ist die Ordnung der Gruppe. 
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Wir behandeln nun einen anderen extremen Fall der Abelschen 
Gruppen. 


Satz 41. Wenn in einer Abelschen Gruppe die Ordnung aller Ele- 
mente auBer E die Primzahl p ist, so ist die Gruppe das direkte Produkt 
von zyklischen Gruppen der Ordnung p, und sie laBt sich durch eine Basis 
darstellen. 


Beweis. Es sei A, ein von E verschiedenes Element. Falls jedes 
Element eine Potenz von 4A, ist, so ist die Gruppe zyklisch und von 
der Ordnung # und der Satz ist bewiesen. Im anderen Fall sei A, ein 
Element, das nicht in {A,} vorkommt. Wir: bilden die Gesamtheit 
der Elemente 

AAs (45,0 scl, 2% a Ps 


Diese #2 Elemente sind untereinander verschieden und bilden eine 
Gruppe, denn ware etwa 
MeAy =e APAS, 
so folgte 
. Az-* = A®-?, 
d.h. es gabe eine Potenz von A,, welche schon in {A,} vorkommt. 
Dies kann aber nur £ sein, und man erhalt w= y und x =z. 


Falls durch diese #? Elemente die Gruppe noch nicht erschopft 
ist, so kann man fortfahren und erhdlt ein weiteres Basiselement. Nach 
einer endlichen Anzahl von Schritten hat das Verfahren ein Ende, weil 
wir es mit endlichen Gruppen zu tun haben. 


Satz 42. Wenn in einer Abelschen Gruppe $8 die Ordnung aller Ele- 
mente (auBer E) eine Potenz der Primzahl p ist, so ist die Ordnung der 
Gruppe selber eine Potenz von p und die Gruppe ist direktes Produkt 
zyklischer Gruppen. 


Beweis. Wir wenden vollstandige Induktion an, indem wir den 
vorigen Satz benutzen. Es sei ~* die héchste vorkommende Ordnung 
eines Elementes in unserer Gruppe; wir nehmen nun den Satz als. 
bewiesen an fiir alle Gruppen, in denen die héchste vorkommende 
Ordnung #*~? ist, und beweisen ihn dann fiir unsere Gruppe. Zu diesem 
Zweck betrachten wir die p-ten Potenzen aller Elemente unserer Gruppe 
§8. Diese bilden selber eine Gruppe, die wir mit Jt bezeichnen. Denn aus 


A = BP und C =D? folgt AC = (BD), 


und zwar ist diese Untergruppe eine eigentliche, weil das héchste Ele- 
ment nur noch die Ordnung ~*~! hat. Fiir 9 nehmen wir den Satz als 


bewiesen an und bezeichnen mit Aj, Ag,..., A; erzeugende Elemente 
fiir die zyklischen Gruppen, deren Produkt 9 ist, d. h. also Basiselemente 
von X. Ihre Ordnungen seien 1, ”;,...,%,, welche Zahlen samtlich 


Potenzen von # sind. 
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Nun sind alle Elemente von ¥t auch #-te Potenzen von Elementen 
aus 38, man kann daher setzen 
A; = A? (¢ =p eee ,.2) 
wo A; geeignete Elemente aus $f sind und die Ordnung pu; = n, haben. 
Ich behaupte jetzt, daB auch die Elemente A; unabhangig sind, d. h. 
daB alle n,n...., Elemente 
AGSAGS eins BC A eed ah se) 
untereinander verschieden sind. Ware namlich 
Aat A woe A eA As aaa 
so ergabe sich 
AIA seat As alas 
und man erhielte eine Gleichung 
ADAG 1% Asi Ee 
in der die Exponenten a; nicht samtlich durch die entsprechenden 
Zahlen n,; teilbar waren. Von vorneherein kénnen wir den Fall aus- 
schlieBen, daB alle Exponenten durch # teilbar sind, denn dies ergabe 
bereits eine Beziehung zwischen den Aj, was nicht méglich ist. Es 
sei also etwa a, zu p prim. Dann erheben wir die Gleichung in die f-te 


Potenz und erhalten 
: 142 


APSA, ARE. 

Weil a, nicht durch # teilbar ist, so kann diese Gleichung nicht bestehen. 

Die Elemente A; erzeugen eine Abelsche Gruppe Jt von der Ord- 
nung 7%, ”,...%,, welche Untergruppe von § ist. Falls eine eigent- 
liche Untergruppe ist, so sei S ein Element von ‘8 auBerhalb I. Nach 
Voraussetzung liegt S? = T in ¥ und daher gilt dasselbe auch von 
T-. Aber jedes Element von %t ist p-te Potenz eines Elementes von 
M; es sei 

PUA AG As Ah Alene. 
dann wird 7J-!— A?, wo 
A is Au Ale Ar 

Bilden wir jetzt AS, so wird (AS)? = A? T =E und wir erhalten so 
das Element AS = A,,, von der Ordnung #, das nicht in M liegt. 
Nehmen wir A,,; zu den Basiselementen ‘A,, Ag,..., A, von Mt hinzu, 
so erhalten wir eine umfassendere Untergruppe von $f, die insbesondere 
das Element S enthalt. Falls diese noch nicht mit $8 tibereinstimmt, 
so finden wir in derselben Weise ein neues Element von der Ordnung 
, das wir zur Basis hinzunehmen k6nnen, und indem wir eine end- 
liche Anzahl von Malen fortfahren, gelangen wir zu einem SchluB. Die 
y ersten Basiselemente haben-eine hdhere als die erste Potenz von p 
zur Ordnung, wahrend die tibrigen Basiselemente saémtlich die Ord- 
nung ~ haben. Hiermit ist der Satz 42 bewiesen. 


4.16. Basia einer Abelochen Gruppe, AY 


Satz 43. Line Abelsche Gruppe % von der Ordnung gm pi pip. Ph, 
WO py, py, ..., p, vonetnander verschnedene Primzahlen sind, vst das dirchte 
Produkt von 4 Abelschen Gruppen “3, der Ordnungen Pi, pity. +, Ptr 

Beweis. Wenn g durch zwei verschiedene Primzahlen teilbar ist, 
60 kénnen die Ordnungen der Elemente von & nicht s4mtlich Potenzen 
derselben Primzahl sein, nach Satz 42, Ks gibt daher Elemente (Satz 4), 
deren Ordnungen zueinander prim sind, Es sei ~, eine Primzahl, 
welche eine dieser vorkommenden Ordnungen teilt, ferner sei ', die 
Gruppe, bestehend aus allen Elementen, deren Ordnung eine Potenz 
von ~, ist inklusive /, ferner sei J die Gruppe bestehend aus allen 
Elementen, deren Ordnung zu pf, prim ist, inklusive #, Dann ist & 
das direkte Produkt von %} und © Diese beiden Untergruppen haben 
namlich aufer E£ keiti gemeinsames Element (Satz 2 und 3%), ferner 
l4Bt sich nach Satz 7 jedes Element von & auf cine und nur eine Weise 
als Produkt eines Elementes aus % und eines Elementes aus 2 dar- 
stellen, wobei auch FE ale Faktor auftreten darf. 

Die Ordnung von J sei pi, diejenige von D vei g, Falls g durch 
zwei verschiedene Primzahlen teilbar ist, so ist auch © direktes Pro- 
dukt einer Gruppe, deren Ordnung cine Primzahlpotenz, etwa p's ist, 
und einer weiteren Gruppe It von der Ordnung 7, Hierbei ist jedoch 
mu bemerken, dab p, sicher von p, verschieden ist, denn auberhalb 
von ‘, gibt es keine Elemente, deren Ordnung cine Potenz von p, 
ist. Indem man gegebenenfalle Rt weiter zerlegt, erh4lt man eine Dar- 
stellung von & als direktes Produkt von Gruppen, deren Ordnungen 
Potenzen verschiedener Primzahlen sind, Die Ordnung von & ist das 
Produkt dieser verschiedenen Primzah\potenzen, aber eine Zahl lAaBt 
sich nur auf eine Weise in ein solches Produkt zerlegen und daraus 
folgt, daB by == a, usw., womit der Satz bewievsen ist. 

Es ist noch zu bemerken, daB die Gruppen %, durch % eindeutig 
bestimmt sind, denn %%, besteht aus der Gesamtheit der Elemente, 
deren Ordnung eine Potenz von p, ist. Dagegen ist die Zerlegung yon 
Satz 42 innerhalb einer Gruppe mit Primzahlpotenz-Ordnung in zykli- 
sche Untergruppen nicht mehr eindeutig, wie aus der Beweiskonstruk- 
tion unmittelbar hervorgeht und in 443 n4her ausgeflibrt werden wird, 

Fundamentalsatz 44. [ede Abdsche Gruppe bests ene Basis, deren 
Elemente Primzahlpotenzen als Ordnungen haben, 

Beweis. Nach Satz 43 ist jede Abeloche Gruppe direktes Produkt 
von Abeschen Gruppen, deren Ordnungen Primzahlpotenzen sind, 
Diese letzteren sind nach Satz 42 direkte Produkte von zyklischen 
Gruppen und besitzen cine Basis. Nimmt man die Basiselemente dieser 
Gruppen zusammen, 60 erb4lt man eine Basis der ganzen Gruppe von 
der im Satz angegebenen Art. 

Historische Notiz, Zykixhe und Abeliche Gruppen treten bei den zahlen- 
theorctinhen Untersuchungen von Luly hautig auf (vyl.44), Den Satz 44 hat 


Sylver, Grappenthenie, 4, Auth, 4 
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GauB 1801 gekannt (Werke Bd. 2, S. 266) und auf die Kompositionstheorie der 
quadratischen Formen angewendet. Vgl. auch den Anfang von § 72. Den ersten 
volistandigen Beweis gab E. Schering (Die Fundamentalklassen zusammensetz- 
barer arithmetischer Formen. Gdétt. Abh. Bd. 14 (1869), S. 3), ferner Frobenius 
und Stickelberger (Uber Gruppen vertauschbarer Elemente, Crelles Journ. Bd. 86 
(1879), S. 217). 


§ 16. Die Invarianten einer Abelschen Gruppe. 


Die Basiselemente sind durch die Gruppe nicht eindeutig definiert. 
Nur die beiden Gruppen von der Ordnung 1 und 2 machen eine Aus- 
nahme. Dagegen laBt sich eine Abelsche Gruppe durch gewisse Zahlen 
volistandig charakterisieren. 

Definition. Ist eine Abelsche Gruppe nach Satz 44 durch eine 
Basis dargestellt, deren Elemente Primzahlpotenzen als Ordnungen 
haben, so heiBen diese Ordnungen die Invarianten der A belschen Gruppe. 

Satz 45. Die Invarianten einer Abelschen Gruppe sind unabhdngig 
von der speziellen Wahl der Basiselemente. 

Beweis. Der Satz braucht nur fiir Gruppen bewiesen zu werden, 
deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist, denn aus ihren Invarianten 
setzen sich die Invarianten einer beliebigen Gruppe zusammen. Es 
seien A,, A,,..., A, und B,, By,..., B, zwei Basen derselben Gruppe, 


ferner seien m,, m,,...,m, und 1%, Mg, vas Ms die zugehdrigen Ord- 
nungen. Die Basiselemente seien so numeriert, daB m,=m,=...=m, 
und ,=n,.=...2=n,. Alle diese Zahlen sind Potenzen derselben 


Primzahl ~. Nun sei ”, die erste unter diesen Zahlen, welche von der | 
entsprechenden m, verschieden ist, und es gelte 
Ny = ™M, ..., Nye_y = Mp1, Ny > M,. 

Die m,-ten Potenzen aller Elemente der Gruppe bilden eine Unter- 
gruppe, als deren Basiselemente die m,-ten\ Potenzen der Elemente 
irgendeiner Basis der ganzen Gruppe gewahlt werden k6nnen. Diese 
Untergruppe ist unabhangig von der speziellen Wahl der Basis. Fir 
die Untergruppe erhalten wir also die beiden Basen 

Ay, Ag*,').<; Apt, und: By, By, ..., Bre. 
Aus der ersten Basis ergibt sich die Ordnung der Untergruppe gleich 
ia STevae: Dipaten S| 
Ai Pe m, ’ 
aus der zweiten dagegen gréBer oder gleich 


i ete 1 ™p 
my My My my’ 
diese letztere Zahl ist aber gréBer als die vorhergehende, womit wir 
einen Widerspruch erhalten. 
Satz 46. Zwei Gruppen, deren Invarianten in ihrer Gesamtheit iiber- 
einstimmen, sind holoedrisch isomorph. 
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Beweis. Wir bilden eine solche Zuordnung der Basiselemente der 
beiden Gruppen, da8 entsprechende Elemente dieselbe Ordnung haben. 
Ordnet man nun noch den Produkten von Elementen der einen Gruppe 
die Produkte der entsprechenden Elemente der anderen Gruppe zu, 
so erhalt man in beiden Fallen dieselben Multiplikationsgesetze, d. h. die 
beiden Gruppen sind holoedrisch isomorph. 


Satz 47. Zu jedem System von Primzahlpotenzen n,, Ng,..., nN, gibt 
es genau eine Abelsche Gruppe, welche sie zu Invarianten hat. 


Beweis. Nach dem vorigen Satz gibt es hdchstens eine solche 
Gruppe. DaB es aber stets eine gibt, wird dadurch bewiesen, daB 
man die Gruppe herstellt mit Hilfe des arithmetischen Kongruenz- 
begriffes. Man bilde die Gesamtheit der Zahlensysteme (%,, %2,..., %;,) 
bestehend aus 7 ganzen Zahlen, von denen die 7-te nach dem Modul n; 
(c= 1, 2,...,7) zu reduzieren ist. Es gibt 1, ,..., solche Systeme. 
Als Gruppengesetz nehme man die Vektoraddition 


(%y, %ay- = +4 Xp) + (Yur Var © + > Vr) = (%1 + Var %a + Yar e+ +s Xy + YVr)- 
Als Basiselemente benutze man die folgenden 
a0 O) (Ol, Oe Ol rr 5* (0;0, 85750; 1): 
Der Satz folgt dann unmittelbar. 


Durch die drei vorangehenden Satze ist das Problem, alle Abel- 
schen Gruppen von gegebener Ordnung zu konstruieren, vollstandig 
geloést. Man hat bloB die Ordnung der Gruppe in irgendeiner Weise 
als Produkt von Potenzen gleicher oder verschiedener Primzahlen dar- 
zustellen. Zu jeder Zerlegung gibt es genau eine Gruppe. So gibt es 
z. B. genau zwei Gruppen von der Ordnung 4, namlich die zyklische 
und die Vierergruppe. Ferner gibt es genau zwei Abelsche Gruppen, 
deren Ordnung das Quadrat einer Primzahl ist, namlich die zyklische 
und das direkte Produkt zweier zyklischer Gruppen von Primzahlgrade. 
Allgemein gibt es so viele Abelsche Gruppen von der Ordnung #”, als 
sich die Zahl m als Summe von ganzen positiven Zahlen darstellen 
14Bt, wobei man natiirlich von der Reihenfolge der Summanden ab- 
zusehen hat. 


Sind 7, %,...,”, die Invarianten von ©, so sagt man: © ist vom 
Typus (11, %,...,2,). So sind z. B. die Gruppen des Satzes 41 vom 
Typus (p,p,.:.,). 


Die héchste vorkommende Ordnung eines Elementes der Gruppe & 
ist das Produkt der héchsten Potenzen der einzelnen Primzahlen, welche 
unter den Invarianten vorkommen. So erhalt z. B. die Gruppe vom 
_ Typus (9, 3, 8, 2) Elemente von der Ordnung 8.9. Die Ordnung jedes 
Elementes teilt die héchste vorkommende Ordnung eines Elementes. 
Nur fiir zyklische Gruppen ist die hdchste vorkommende Ordnung 
eines Elementes gleich der Ordnung der Gruppe. 

4* 
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Die Basen, die wir bisher behandelt haben, bestehen nur aus Ele- 
menten, deren Ordnungen Primzahlpotenzen sind. In unserer Defi- 
nition ist diese Einschrankung aber nicht enthalten; es ist leicht, die 
Verallgemeinerung herzustellen, man hat nur Satz 8 heranzuziehen. 
Sind die Ordnungen der beiden Basiselemente A, und A, zueinander 
prim, so kann man die beiden Elemente durch das eine Element A, A, 
ersetzen, und dieses Verfahren kann man so lange fortsetzen, bis man 
keine zwei Elemente mehr zur Verfiigung hat, deren Ordnungen zu- 
einander prim sind. Ist umgekehrt irgendeine Basis gegeben, bei der 
die Ordnungen zusammengesetzte Zahlen sind, so ersetze man jedes 
Element durch solche Potenzen, deren Ordnungen Primzahlpotenzen 
sind nach Satz 8, und man erhialt eine Basis von der speziellen Art. 
- Allgemein gilt der 

Satz 48. Ist die Gruppe & in irgendeiner Weise durch eine Basis 
dargestellt und sind m,...,m, die Ordnungen der Basiselemente, so 
findet man den Typus der Gruppe, indem man diese Zahlen m; einzeln 
an tetlerfremde Faktoren, die Primzahlpotenzen sind, zerlegt und alle so 
erhaltenen Zahlen nebeneinander schrerbt. 

Umegekehrt erhali man die Ordnungen der Elemente einer belrebigen 
Basis, indem man zueinander tetlerfremde Zahlen 1m Typus durch thr 
Produkt ersetzt und diese Operation beliebtg weit tretbt. 


§ 17. Untergruppen und Faktorgruppen einer Abelschen 
Gruppe. 


Satz 49. Die Invarianten einer Untergruppe sind bei geeigneter Zu- 
ordnung Tetley der Invarianten der ganzen Gruppe. 

Beweis. Wegen Satz 43 kénnen wir uns auf Gruppen © be- 
schranken, deren Ordnung eine Potenz der Primzahl # ist. In ab- 
steigender Anordnung seien die Invarianten von @® gegeben durch 
(p", p%,..., p%), diejenigen ihrer Untergruppe § durch (p*, 6%, ..., pe). 
Die Elemente von der Ordnung # in & bilden eine Untergruppe, deren 
Basiselemente von den #%'—!-ten Potenzen derjenigen von ®& dargestellt 
werden. Ihre Ordnung ist daher f°. Fiir die entsprechende Unter- 
gruppe von § ist die Ordnung ~’. Daraus folgt r=s. Nun sei }; die 
erste Zahl in der Reihe der 6, welche gréBer ist als die entsprechende 
Zahl a;. Bildet man die #%-ten Potenzen aller Elemente von ®& und 
von §, so findet man im letzteren Falle mindestens 7 Basiselemente, 
im ersteren weniger als 7. Das widerspricht der Tatsache, daB § Unter- 
gruppe von & ist. 


Satz 50. Ist G eine Abelsche Gruppe vom Typus (m, Me, ..., Ms) 
und ist irgendein anderer Typus gegeben (my, Mo,...,m,) dergestalt, 
dap r=s und daB die Quotienten n,;/m; ganze Zahlen sind, so besitzt & 
mindestens eine Untergruppe vom Typus (m,, mg, ...,M,). 
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Beweis. Ist A,, Az,...,A, ein System von Basiselementen von 
@®, so ist 


ve Was te Lg are Wi 
ein solches einer Untergruppe vom gewiinschten Typus. Hierbei ist 
M41 =°** =m, =1 zu setzen. 
Im allgemeinen gibt es mehrere Untergruppen von gegebenem 
Typus. Eine Gruppe von der Ordnung #’ und vom Typus (4, #,..., p) 


besitzt = Untergruppen von der Ordnung ~, denn jedes Element 


auBer E gehdrt genau zu einer solchen und erzeugt sie. Ferner ge- 
horen auBer E noch je —1 Elemente von der Ordnung # zur Bil- 
dung einer Untergruppe. Da es im ganzen #’—1 Elemente von der 


Ordnung # gibt, so verteilen sie sich in = Systeme von je p—1 


Elementen, die zusammen mit E jeweils eine Untergruppe bilden. 

Die nahere Betrachtung der Gruppen vom Typus (f, #,..., p) ist 
deshalb von Wichtigkeit, weil die Primfaktorgruppen der Hauptreihen 
bei aufldsbaren Gruppen zu ihnen gehoren. Ist #”’ die Ordnung einer 
solchen Gruppe, so besitzt eine Untergruppe von der Ordnung #’ den 
Typus (p, , ..., mal) und es soll nun die Anzahl N,, der Untergruppen 
von dieser Ordnung #’ berechnet werden. 

Wir fiihren den Beweis nach G. A. Miller in Miller, Blichfeldt, Dick- 
son, finite groups, p. 100. 

Die allgemeinste Basis einer Untergruppe von der Ordnung #! findet 
man, indem man aus der Gruppe © irgendein von E verschiedenes Ele- 
ment A herausgreift, sodann ein nicht in {A} vorkommendes Element B 
nimmt, dann ein nicht in {A} x {B} vorkommendes Element C, und 
auf diese Weise fortfahrt, bis man ¢ Elemente hat. Dies ergibt offenbar 

NL Maa P ae yl =F 7) 
verschiedene Moglichkeiten fiir die Basis. Nach demselben Verfahren 
zeigt man, daB jede Gruppe von der Ordnung #° 

(°—1) (@—9)... ('— 2) 
verschiedene Basen besitzt. Die Anzahl der verschiedenen Unter- 
gruppen von der Ordnung #’ ist gleich dem Quotienten dieser beiden 
Zahlen, also wird 
ips hee DUE et lat ed 
diet A ale Van a 
Insbesondere ergibt sich 
Ny, == Ny, 7-4- 
Satz 51. Eine Abelsche Gruppe von der Ordnung p' und vom Typus 


< ae (pte i ecatp et be 1) 
++, P) besitat 
b a ny 21) 
vdnung fp’. 


Untergruppen von der 
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§ 18. Galoisfelder und Reste nach Primzahlpotenzen. 


Ein besonders instruktives und wichtiges Beispiel fiir Abelsche 
Gruppen wird durch die in der Zahlentheorie auftretenden Restklassen 
nach Primzahlen bzw. Primidealen geliefert. Sie lassen sich tiberaus 
einfach und unabhangig von zahlentheoretischen Satzen folgender- 
maBen definieren: 

Definition. Ein System von Elementen bildet einen Kérper, wenn 
es folgenden Bedingungen geniigt: 

1. Die Elemente bilden eine kommutative Gruppe nach einem 
ersten Gesetz A+B, genannt Addition. Das Einheitselement wird 
mit 0 bezeichnet. 

2. Die Elemente mit Ausnahme von 0 bilden unter sich eine kom- 
mutative Gruppe nach einem zweiten Gesetz AB genannt Multipl- 
kation. Das Einheitselement wird mit 1 bezeichnet. 

3. Fiir beliebige vier Elemente gilt das distributive Gesetz 
(A+ B)(C+ D)=AC+AD+4+ BC+ BD. 

Falls das System nur endlich viele Elemente enthalt, heiBt es ein 
endlicher Kérper oder ein Galoisfeld. 

Es soll die Konstitution aller endlichen K6rper hergeleitet werden. 
Das Produkt von 0 mit irgendeinem Element muB =0 gesetzt werden, 
wie sich aus dem Distributivgesetz ergibt: aus A + 0= A folgt 


(A+0)B=AB+0B=AB, 
also 0B =O und in derselben Weise BO = 0. 


Satz 52. Die Anzahl der Elemente ist eine Primzahlpotenz und der 
Typus der ersten, additiven Gruppe ist (p, f,..., p). 

Beweis. Sei m die Ordnung der Multiplikationseinheit 1 nach 
dem Additionsgesetz. Man bezeichne ferner 1+ 1 mit 2 usw. und 
1+1-+-:::+1 (imal) mit 7. Die so entstehenden Elemente verhalten 
sich wie die Restklassen (mod m) nach dem Gesetz der Addition. Wegen 
des Distributivgesetzes entspricht das zweite Gruppengesetz der ge- 
wohnlichen Multiplikation (mod m), es wird 1k gleich derjenigen der 
Zahlen 0,1,...,m—1, welche Rest (mod m) des gewdhnlichen Pro- 
duktes der beiden Zahlen 1 und & ist. Angenommen, m sei keine Prim- 
zahl, sondern etwa =7s undy>1,s>1. Dann wird r-s = 0, ohne daB 
einer der Faktoren verschwindet, was gegen 2. verst68t. Daher wird m 
eine Primzahl ~. Nun sei a ein Element, das von 0,1,..., p—1 ver- 
schieden ist. Es wirda +a=2a@,...,a+a+-:-::+a(p-mal) = pa=0. 
Jedes Element auBer 0 besitzt die Ordnung # nach dem ersten Gesetz, 
und der Typus dieser Gruppe ist (p, p,..., p). 

Satz 53. Die zweite, multiplikative Gruppe ist eine zyklische Gruppe 
von der Ordnung p’—1, wo r die Anzahl der Basiselemente der ersten 
Gruppe bedeutet. 
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Beweis. Ein Produkt von Elementen nach der zweiten Opera- 
tion ist dann und nur dann —0, wenn einer der Faktoren verschwindet, 
denn die von 0 verschiedenen Elemente bilden eine Gruppe. Man kann 
Gleichungen von der Gestalt ax” + bx*-14 +--+ ¢=0 bilden, wobei 
a,b,...,e gegebene Elemente des Kérpers und x ein zu bestimmendes 
Element, eine Wurzel der Gleichung, bedeutet. Die bekannten Uber- 
legungen der Algebra kénnen hier wortlich wiederholt werden. Es 
gilt identisch (x—a)(xS-1 + x8-?a+--+-+ a1) = x8— a’. Ist a eine 
Wurzel von /(x) =0, so wird f(x) —/f(a) =/(x), und es laBt sich der 
Faktor x—a aus /(x) herausheben: f(x) = (x—a)f,(x). Man beweist 
sofort, daB eine von a verschiedene Wurzel von f(x) = 0 auch der Glei- 
chung /,(x) =0 geniigen muB, und schlieBlich folgt insbesondere, daB 
eine Gleichung vom Grade » héchstens » Wurzeln haben kann. Nun 
sei g die héchste vorkommende Ordnung eines Elementes in der zweiten 
Gruppe. Dann geniigt jedes der #’—-1=s von 0 verschiedenen Ele- 
mente nach S. 52 der Gleichung x= 1. Also kann g nicht kleiner als 
s sein, und es muB (§ 16) Elemente von der Ordnung s geben, d. h. die 
Gruppe ist zyklisch. 

Beispiele. Die Restklassen nach einer Primzahl als Modul. Als 
erste Operation nimmt man die gewdhnliche Addition und ersetzt die 
Summe zweier Zahlen durch ihren Rest (mod 4). Die inverse Zahl 
wird die durch —a reprasentierte Klasse und 0 ist das Einheitselement. 
Als zweites Gruppengesetz wird die gewohnliche Multiplikation (mod #) 
genommen. Da8 die Zahlen 1, 2,...,—1 eine Gruppe bilden, folgt 
aus der Geltung von III*, denn aus ab =ac folgt, da a zu p prim ist, 
b=c. Es gibt daher eine Zahl, die mit ihren —1 ersten Potenzen 
alle Restklassen auBer 0 liefert. 

Ebenso bilden in einem algebraischen Zahlkérper die Restklassen 
nach einem’ Primideal als Modul einen Koérper. Die Anzahl der Rest- 
klassen ist gleich der Norm des Primideals, also ist letztere eine Prim- 
zahlpotenz ~’. Der Exponent 7 heifBt in der algebraischen Zahlentheorie 
der Grad des Primideals. 

Von besonderem Jnteresse sind die Automorphismen eines Korpers, 
d. h. Permutationen der Elemente, welche fiir beide Gruppen 1. und 2. 
Automorphismen liefern. 


Satz 54. Ein Korper mit p’ Elementen besitzt genau r Automorphismen. 
Man erhdlt sie, indem man jedes Element durch seine p'-te Potenz ersetzt, 
t=O 2 yay Pl. 

Beweis. Der durch die Zahlen 0,1,...,f—1 gebildete K6rper 
besitzt keinen Automorphismus auBer dem identischen. Denn sowohl 
das Einheitselement 0 der additiven Gruppe als das Einheitselement 1 
der multiplikativen bleiben bei jedem Automorphismus ungedndert. 
Daher gilt dasselbe auch von 1+1=2,1+1+41=3 usw. bis —1. 
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Nun sei ein allgemeiner Korper mit ~’ Elementen vorgelegt. Er- 
setzt man jedes Element durch seine f-te Potenz, so erhalt man fiir 
die zyklische Gruppe einen Automorphismus, da zu ihrer Ordnung 
p’ —1 prim ist. Aber es wird auch (a + b)? = a? + b?, wie aus der Tat- 


sache folgt, daB die Binomialkoeffizienten ie auBer (3 ) und ( 4 durch 


pteilbarsind. Beidiesem Automorphismus gehen die Zahlen 0, 1, pe ey 
in sich selbst tiber. Nachdem man diesen ersten Automorphismus aus- 
gefiihrt hat, kann man weiterfahren und wiederum jedes Element durch 
seine p-te Potenz ersetzen usw. In dieser Weise erhalt man gerade 7 
verschiedene, denn es gilt fiir jedes Element a?’=a, und wahlt man 
fiir a ein erzeugendes Element der multiplikativen Gruppe (Satz 53), 
so erreicht man, da8 die 7 Automorphismen wirklich verschieden sind. 

‘Man bilde nun die Gleichung («x — a) (x—a?) (x—a?*) ... (x —a?”~’) 
=0. Die linke Seite besitzt als Koeffizienten die elementarsymmetrischen 
Funktionen von a, a?, a?’,..., a? *. Sei f(a,...,a®") eine solche. 
Dann wird nach Anwendung des Automorphismus f(a,..., a?” ’)? 
=f(a?,..., a?) =f(a,..., a? *). Die p-te Potenz dieses Koeffizienten 
ist gleich der ersten, und sie sind daher Zahlen 0,1,...,—1. Die 
obige Gleichung besitzt 7 Wurzeln und ist vom Grade 7. Geht bei 
einem weiteren Automorphismus a iiber in a’, so muB auch a! dieser 
Gleichung geniigen, denn diese geht beim Automorphismus in sich 
selber iiber. g ist daher eine der Zahlen 4, p?,...,%, denn die Glei- 
chung kann nicht mehr als 7 Wurzeln haben. Dies ergibt den 

Satz 55. Die Gruppe der Automorphismen ist eine zyklische von der 
Ordnung 7. 

Zum Schlusse sollen noch die zu # primen Reste (mod #”) betrachtet 
werden. Ihre Anzahl ist #*-1(p—1) und sie bilden offenbar nach der 
Muitiplikation eine Gruppe. 

Es sei zunachst #>2. Die Reste =1 (mod 4) bilden eine Unter- 
gruppe vom Index #—1. Ist ferner a= 1 Acre p’) aber +1 (mod #'+4), 
so wird a? = (1+up')’—1+up-: ptt gh tee Y) pai 4 -+ = 1 (mod p't?) 
aber + 1 (mod #'+?). Hieraus folgt: Dictate Reste, die = 1 (mod 4), 
bilden eine zyklische Untergruppe von der Ordnung #*~1, die erzeugt 
wird durch einen beliebigen Rest =1 (mod #) aber =1 (mod #%), 
also etwa durch 1+. Die Faktorgruppe dieser Gruppe ist zyklisch 
und von der Ordnung —1, denn sie ist isomorph mit der Gruppe der 
Reste (mod #). Weil —1 zu # prim ist, so ist die ganze Gruppe zyklisch 
und von der Ordnung ~*~! (p— 1). 

Nun sei 2” (7 =3) als Modul betrachtet. Hier bilden die 2*-? Reste 
=1 (mod 4) eine zyklische Untergruppe, was genau so wie oben be- 
wiesen wird. Dazu kommt noch die durch —1 und +1 gebildete Unter- 
gruppe von der Ordnung 2, daher ist hier der Typus der Gruppe (2"-?, 2). 
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Satz 56. Die zu p primen Reste (mod p") bilden nach der Multi- 
plikation fiir p>2 eine zyklische Gruppe von der Ordnung p"-! (p—1), 
fiir p=2(n=3) eine Abelsche vom Typus (2"-?, 2). Ist 


a mod p fir p>2 
a=l1 
» 4 ,, p=2, 
: ee sy 
aber a=-1, so 1st — 
a’ —] 
s-te und durch keine hohere Potenz von p teilbare ganze Zahl. 

Es ist nur eine andere Fassung dieses Satzes, wenn wir folgende 
Aussage machen: 

Satz 56a. Die Automorphismen einer zyklischen Gruppe von der 
Ordnung p” bilden eine zyklische Gruppe von der Ordnung ~*~) (p—1) 
fiir ungerade p und im Falle p=2(n=3) eine Abelsche Gruppe vom 
Typus (2"-?, 2). 

Beweis. Ist P das erzeugende Element der Gruppe, so erhalt 
man jeden Automorphismus, indem man P durch P” ersetzt, wobei 
ry alle zu p primen Reste (mod #”) durchlauft. Sind P> P’ und P> P* 
zwei Automorphismen, so ist der zusammengesetzte P— P'S, ihre 
Gruppe ist also die Gruppe des, Satzes 56. 

Historische Notiz. Galois hat die von ihm entdeckten Imaginaren in 
der Arbeit: Sur la théorie des nombres (Oeuvres S. 15) behandelt, welche 1830 
im J. de Férussac Bd. 13, S. 428 erschienen ist. Uber ihre Bedeutung fir die Zahlen- 
theorie vgl. § 73. Eine ausfiihrliche Theorie findet sich in der schénen Mono- 
graphie von L. E. Dickson: Linear groups with an exposition of the Galois field 
theory. Leipzig 1901. 


=l+at+4.---g?’t*" eine genau durch die 
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Der Inhalt dieses Paragraphen ist der Beweis von 

Satz 57. Zu jeder vorgegebenen Primzahlpotenz gibt es genau em 
Galoisfeld, das diese Ordnung hat. 

Wir beweisen diesen Satz, indem wir ein Mittel zur Herstellung 
von Galoisfeldern angeben. Es sei 

fata penta, 

eine ganze rationale Funktion 7-ten Grades mit ganzen rationalen 
Koeffizienten, welche nach dem Modul # genommen seien, ferner sei 
sie (mod #) irreduzibel, d.h. sie sei nicht das Produkt zweier ganzer 
rationaler Funktionen niedrigeren Grades mit Koeffizienten aus dem 
Restsystem (mod #). Nun betrachten wir die Gesamtheit der ganzen 
rationalen Funktionen von niedrigerem als 7-tem Grad 


S (x) =bo tb xte:+ +5427 
Da jeder Koeffizient (mod #) genau # Werte annehmen kann, so ent- 


halt das System S(x) genau #’ verschiedene Funktionen. Wir defi- 
nieren nun die Addition zweier Funktionen aus S in gewohnlicher 
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Weise, dagegen ersetzen wir das Produkt zweier Funktionen immer 
durch den Rest, der bei der Division mit /(x) iibrigbleibt. Ich behaupte 
nun, da8 die ~’ Funktionen des Systems nach diesen beiden Opera- 
tionen ein Galoisfeld bilden. Zum Nachweis geniigt es, zu zeigen, daB 
die ~’—1 von 0 verschiedenen Funktionen nach der Multiplikation 
eine Gruppe bilden. Dies folgt aber aus der Geltung des Axiomen- 
systems I, II, III*, von denen nur das letzte zu verifizieren ist. Sind 
naémlich drei Funktionen aus S gegeben, fiir welche gilt 
a (x) b (x) =a(x)c(x), 
so folgt daraus 
b (x) =c(x), 

denn die erste Kongruenz besagt, daB a(x) (b(x)—c(x)) durch f(x) 
teilbar ist. Nun ist a(x) prim zu f/({x), weil es von niedrigerem als r-tem 
Grade ist, also muB der zweite Faktor durch /(x) teilbar sein, w. z. b. w. 

Um nun die Existenz eines Galoisfeldes von der Ordnung #” zu 
beweisen, muB nur noch die Existenz einer (mod #) irreduziblen ganzen 
rationalen Funktion 7-ten Grades nachgewiesen werden. Zu dem Zweck 
ziehen wir Folgerungen aus der Existenz einer solchen Funktion. 

Satz 58. Jede (mod p) trreduzible Funktion f(x) vom r-ten Grade ist 
(mod p) Tetler von x?’ -1—]. 

Beweis. Die Reste (mod /(x)) erzeugen ein Galoisfeld. Hierin ist 
x selber ein von 0 verschiedenes Element. Daher wird 

x?’-1 = ] (mod f(x)), 
dies ist aber gerade die Aussage des Satzes. 

Wir miissen jetzt zeigen, daB x?’-!—1 einen irreduziblen Teiler 
r-ten Grades hat. Zu dem Zweck bezeichnen wir mit g(x) einen be- 
liebigen irreduziblen Teiler dieser Funktion. Sein Grad sei m. Dann 
ist g(x) auch Teiler von x?"-!—1. Wir bestimmen jetzt den gréBten 
gemeinsamen Teiler von 

gle Ti andr -sf2>* 1, 
Er enthalt jedenfalls g(x) als Faktor. Es gilt nun der 

Satz 59. Der gréfte gemeinsame Teiler von x?’-\—1 und x?"-1—1 
ist x?"-1_1, wobei d der grépte gemeinsame Teiler von m und r ist. 

Beweis. Es sei etwa m>r. Zur Abkiirzung setzen wir 

p*=t und ~’=s, ferner p*-" =. 
Es gilt nun allgemein 
be WE pl 
Daraus folgt, daB die Differenz 
x x, 
welche auch so geschrieben werden kann 
( xS)* — x ; 
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durch x‘— x teilbar ist. Daher wird auch x-!— x“-! durch ‘x5-!— 1 
teilbar. 

Dividiert man daher, um den Euklidischen Algorithmus anzuwenden, 
x?"-1__] durch x?’-1—1, so gelangt man zu x?’-!—1 als Rest, wo- 
bei f der Rest ist, der bei der Division von m durch 7 iibrigbleibt. In- 
dem man mit dem Euklidischen Verfahren in bekannter Weise fort- 
fahrt, gelangt man zum Beweis des Satzes. 


Satz 60. x?’-!—1 ist durch keine irreduzible Funktion von héherem 
als r-tem Grade tetlbar. 

Beweis. Es sei h(x) (mod #) irreduzibel und von m-tem Grade 
(m>r), ferner sei h(x) Teiler von x?’-1—1. Die Reste (mod h(x)) 
bestimmen ein Galoisfeld von der Ordnung #”. Die Variable x ge- 
niigt nach Voraussetzung darin der Gleichung x?’ =x. Nun sei a (x) 
irgendein Rest des Galoisfeldes. Dann wird nach § 18 a(x)? =a(x*), 
also a(x)?” =a(x?’) =a(x). Es ware also #’—1 die hdchste vorkom- 
mende Ordnung eines Elementes im Galoisfeld von der Ordnung #”, 
was einen Widerspruch ergibt. 

Nun konnen wir folgendermaBen zeigen, daB es (mod 4) irreduzible 
Funktionen 7-ten Grades gibt: Wir zeigen; daB die Summe der Grade 
aller derjenigen irreduziblen Teiler von x?’—x, welche von niedrige- 
rem als r-tem Grad sind, kleiner als ~’ ist. Dann mu8 diese Funktion 
offenbar noch Teiler vom Grade 7 haben, denn solche mit héherem 
Grad sind nicht vorhanden. Ist nun d irgendein Grad eines irreduziblen 
Faktors, so muB dieser Faktor auch in x?“—x aufgehen; die irredu- 
ziblen Faktoren vom Grade d haben daher zusammen hiochstens den 
Grad p4. Hier ist d ein Teiler von 7, nach Satz 59. Die Summe aller 
Grade der Faktoren von niedrigerem als v-tem Grade ist daher héch- 
stens gleich 

> f* (d durchlauft alle echten Teiler von 7). 


Aber diese Summe ist kleiner als ~”, denn 1aBt man d sogar alle Zahlen 
von 0 bis y—1 durchlaufen, so erreicht die Summe nicht einmal #’. 
Hiermit ist bewiesen, daB es fiir jede Primzahlpotenz ein Galois- 
feld gibt. Nun muB noch gezeigt werden, daB es nur ein einziges gibt, 
d. h. daB es zwischen zwei Galoisfeldern von derselben Ordnung immer 
eine eindeutige Zuordnung der Elemente gibt, welche einen holoedri- 
schen Isomorphismus liefert, fiir beide Gruppengesetze. 
Die Gleichung . 
x?"—-1 = 1 (mod f) 
besitzt im Galoisfeld von der Ordnung #’ genau #’—1 verschiedene 
Wurzeln, namlich samtliche von 0 verschiedenen Elemente. Daher gilt 


xP’-1 __] = (%—ay) (%— Gg) +9 * (%—O%pr_ai), 
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wo die « die Elemente des Galoisfeldes darstellen. Ist nun f(x) ein 
(mod #) irreduzibler Faktor 7-ten Grades dieser Funktion, so wird er 
das Produkt von 7 Linearfaktoren, etwa 


f(x) = (x04) +++ (¥—a,). 

Bildet man nun die Gesamtheit der Ausdriicke 
Ay + ay + aga? + +++ a, 0%", 

wo die Koeffizienten unabhangig voneinander die Zahlen 0,...,p—1 
durchlaufen, so erhalt man ~’ Elemente des Galoisfeldes; und zwar 
sind sie sdmtlich verschieden, denn waren zwei einander gleich, so 
ergabe das eine Gleichung fiir a, von niedrigerem als dem 7-ten Grade, 
deren Koeffizienten Reste ganzer rationaler Zahlen (mod #) wiren. 
Dies ist nicht méglich, denn /(x) = 0 ist als irreduzible Gleichung die 
Gleichung niedrigsten Grades, der a, geniigt. 

Man findet nun das Produkt zweier Elemente des Galoisfeldes, 
indem man sie durch o, darstellt, das Produkt der so entstehenden 
Ausdriicke bildet und unter Benutzung der Gleichung /(a,) =0 auf 
niedrigeren als rv-ten Grad reduziert. Diese letztere Reduktion ist aber 
identisch mit der Operation, welche darin besteht, daB man das Pro- 
dukt durch seinen Rest (mod /(a,)) ersetzt. Also ist das Galoisfeld 
identisch mit dem Galoisfeld, das durch den Modul f(x) definiert ist. 
Dies gilt aber fiir jede (mod #) irreduzible Funktion 7-ten Grades, 
daher ergeben alle diese dasselbe Galoisfeld bei geeigneter Zuordnung 
der Elemente. Da schlieBlich jedes Galoisfeld nach dem eben Bewiese- — 
nen mit einem Galoisfeld identisch ist, das durch die Reste einer irre- 
duziblen Funktion erzeugt wird, so gibt es, abstrakt genommen, fiir 
jede Primzahlpotenz ein und nur ein Galoisfeld, womit Satz 57 voll- 
standig bewiesen ist. 

Maclagan Wedderburn hat folgenden fiir die Zahlentheorie der nicht- 
‘kommutativen Algebren fundamentalen Satz bewiesen. 

Satz 61. In der Definition eines Galoisfeldes braucht man fiir das Multi- 
plikationsgesetz nur die Gruppeneigenschaft vorauszusetzen, die Kommu- 
tativitat der Gruppe folgt aus den iibrigen A xtomen. 

Einen besonders einfachen Beweis gab Witt!: Das Zentrum des 
Systems ist ein Galoisfeld, seine Ordnung sei g =~’. Das allgemeine 
Element des Systems laBt sich durch eine Basis additiv darstellen in 
der Gestalt w, % + Wy %_ + °** + Wy X,, WO %, %,... unabhangig von- 
einander das Zentrum durchlaufen. Die Anzahl aller Elemente ist 
daher g”. Nun sei « ein Element auSerhalb des Zentrums. Die mit ihm 
vertauschbaren Elemente bilden ein Teilsystem, in dem Addition und 
Multiplikation ausfiihrbar ist. Die Ordnung ist ¢*, wo d ein Teiler von 
n ist. Daher enthalt die Klasse von « (es handelt sich um die multi- 


1 Abh. Hamburger Math. Seminar. Bd. 8 (1931), S. 413. 
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plikative Gruppe!) = Elemente. Zerlegen wir die von 0 verschiede- 


nen Elemente in Klassen, so erhalten wir folgende Gleichung 


” (wel 

g—1=q-1+ >/4—. (1) 
Die Funktion x*—1 14B8t sich mit Hilfe der n-ten Einheitswurzeln zer- 
legen. Bezeichnen wir den Faktor, dessen Wurzeln alle primitiven 
n-ten Einheitswurzeln sind, mit f(x), so sind die Briiche auf der rechten. 
Seite von (1) durch die ganze Zahl /(q) teilbar, denn die Nenner setzen 
sich aus Faktoren zusammen, welche keine primitiven v-ten Einheits- 
wurzeln ergeben. Hieraus folgt weiter, daB g—1 durch f(g) teilbar 
sein mu8. Zerlegen wir /(q) in die Linearfaktoren, so haben sie die Ge- 
stalt g—€, wo ¢ eine n-te Einheitswurzel ist. Der absolute Betrag eines 
solchen Faktors ist aber, wie die geometrische Deutung unmittelbar 
ergibt, mindestens g—1, also ist » = 1 und das System ein Galoisfeld. 


4. Kapitel. 
Konjugierte Untergruppen. 
§ 20. Normalisatoren. 


Definition. Die Gesamtheit der Elemente einer Gruppe, die mit 
einem Komplex © vertauschbar sind, bildet eine Untergruppe, denn 
Bro © © and 1 4*6 Tso ist auch (S7)"0(S 7) =. ‘Sie 
heiBt der Normatlisator des Komplexes. Falls der Komplex eine 
Untergruppe ist, oder falls er aus einem einzigen Element besteht, so 
ist er in seinem Normalisator enthalten. 

Satz 62. Die Gesamtheit der Elemente einer Gruppe, die mit einem 
Element vertauschbar sind, bildet eine Untergruppe, deren Index gleich 
ast der Anzahl der Elemente 1n der Klasse dieses Elementes. 

Beweis. Sei ¥t der Normalisator von A, und B-ein mit A kon- 
jugiertes Element, so bilden diejenigen Elemente S, fiir welche 
S1AS=B ist, eine Nebengruppe von %, denn sind S und T zwei 
solche, so wird S T-! mit A vertauschbar. Daher gibt es so viele Neben- 
gruppen von &, als es mit A konjugierte Elemente gibt. 

Korollar 1. Die Anzahl der Elemente in einer Klasse ist ein Tetler 
der Ordnung der Gruppe. Denn sie ist Index einer Untergruppe. 

Sind A und S14 S zwei konjugierte Elemente, und ist 9¢ der Nor- 
malisator von A, so ist S-49S derjenige von S-!1AS. Daher bilden 
die Normalisatoren der Elemente einer Klasse ein System konjugierter 
Untergruppen. - Die Normalisatoren zweier konjugierter Elemente 
k6nnen miteinander tibereinstimmen, aber nur dann, wenn die beiden 
Elemente vertauschbar sind. Diese Bedingung ist jedoch nicht hin- 
reichend. 
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Korollar 2. Der Index des Normalisators einer Untergruppe § 1st 
gleich der Anzahl der mit % konjugierten Untergruppen. 

Der Beweis verlauft wie der vorhergehende. 

Satz 63. Ein System konjugierter Untergruppen enthalt niemals alle 
Elemente der Gruppe. 

Beweis. Ist 4 die Ordnung, 7 der rece von §, so enthalt das 
System der mit § konjugierten Untergruppen nach Korollar 2 und der 
Bemerkung vor Satz 62 héchstens h-7 = g Elemente, darunter tritt E 
aber 7 mal auf. 


§ 21. Zerlegung einer Gruppe nach zwei Untergruppen. 


Sind § und & zwei Untergruppen, so enthalt der Komplex 5& 
eine Anzahl rechtsseitiger Nebengruppen von § und eine Anzahl links 
seitiger Nebengruppen vor &. Sei D der Durchschnitt von © und &, 
h der Index von ® unter § und & derjenige von D unter ®. Sind K, 
und K, zwei Elemente von &, so sind die beiden Nebengruppen § K, 
und §K, von § dann und nur dann identisch, wenn K,K;z* in § und 
also in D liegt. Hieraus folgt sofort, daB § ® genau k rechtsseitige Neben- 

-gruppen von § enthalt, denn jede der & rechtsseitigen Nebengruppen 
von in & ergibt eine Nebengruppe von § in &. Genau so beweist 
man, daB h linksseitige Nebengruppen von & in §& vorkommen. 

Nun sei A irgendein Element von @, und man bilde den Kom- 
plex HAS. Ist A nicht in HK enthalten, so enthalt HA kein Ele- 
ment gemeinsam mit $8. Denn sei etwa H,AK,=H,K,, so ware 
A = H7'H,K,Kj", also ware A ein Element in §, gegen die Voraus- 
setzung. Genau so beweist man, daB zwei Komplexe HAR und HBR 
entweder identisch sind oder kein Element gemeinsam haben. Daraus 
folgt, daB die ganze Gruppe © in eine Anzahl von Komplexen $8, 
HAR, HBR,... zerfallt, von denen keine zwei ein Element gemein- 
sam haben. Diese Uberlegungen sind im wesentlichen Wiederholungen 
der entsprechenden fiir eine Untergruppe und ihre Nebengruppen: 
fiir ® = E erhalt man die rechtsseitigen Nebengruppen von § und fiir 
§ = E die linksseitigen von ®. Es soll nun untersucht werden, aus 
wie vielen rechtsseitigen Nebengruppen von § der Komplex $A 
besteht. Ist S= HAK irgendeines seiner Elemente, so liegt die ganze 
Nebengruppe §S in HA 8, denn es gilt die Gleichung SHAK = §AK. 
Damit §AK,= §AK, ist, muB AK,K;1A~" in § liegen, oder, was 
damit gleichbedeutend ist, es mu8 K,K;' in A~'§A enthalten sein 
und also auch im Durchschnitt D von @ und A-!§A. Umgekehrt 
wenn K in diesem Durchschnitt liegt, so kann man setzen K = A-1H A, 
und es wird $AK=§AA1HA=QA. Ist R=D+DK,+ DK + 

---+ DKy, so ergeben zwei Elemente aus derselben Nebengruppe 
dieselbe Nebengruppe von und zwei aus verschiedenen Nebengruppen 
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auch zwei verschiedene Nebengruppen von §. Es sind also ebenso- 
viele Nebengruppen von § in 6A enthalten, als der Index des Durch- 
schnittes von ® mit A-!§A unter & betragt. In analoger Weise folgt, 
daB die Anzahl der linksseitigen Nebengruppen von & in AS gleich 
ist dem Index des Durchschnittes von § mit ARA-! unter §. Diese 
Zahl ist aber auch gleich dem Index des vorhin betrachteten Durch- 
schnittes von A-!§A und & unter A“! 9A. 

Satz 64, Sind § und & zwei Untergruppen von &, so id be & in 
eindeutiger Weise in Komplexe von folgender Art 


G=HK+HARK+HBRK+:: 
Man nennt dies die Zerlegung von & nach dem Doppelmodul (Q, &). 
Jedes Element von & ist in einem und nur in einem Komplex enthalten 
und jeder Komplex von der Gestalt § S 8 ist mit einem unter thnen identisch. 

Die Anzahl der rechtsseitigen Nebengruppen von § in HAS ist gleich 
dem Index des Durchschnittes von A-1HA mit & unter ®, die Anzahl 
der linkssettigen Nebengruppen von & in SAS ist gleich dem Index 
desselben Durchschnittes unter A A. 

Hiermit ist auch die Aufgabe geldst, diejenigen Komplexe zu be- 
stimmen, die gleichzeitig aus rechtsseitigen Nebengruppen von § und 
linksseitigen Nebengruppen von & bestehen. Ist namlich A ein Ele- 
ment eines solchen Komplexes, so muB auch der Komplex 5AS& 
darunter vorkommen. Wenn der Komplex damit noch nicht erschopft 
ist, so muB er einen weiteren der in Satz 64 genannten Komplexe ent- 
halten, und eine Weiterfiihrung dieses Verfahrens zeigt, daB der Kom- 
plex eine Summe von Komplexen von der Gestalt A & ist. 

Der Satz 64 ist besonders wichtig wegen der Moglichkeit, gewisse 
einfache zahlentheoretische Satze anzuwenden. 

Zunachst sei § = &. Der erste Komplex wird dann §=. Ein 
-zweiter mOoge mz, rechtsseitige Nebengruppen enthalten, ein 1-ter m,. 
Bezeichnet man den Index von § unter & mit m, so wird 

m = M, + My + *** + My, 
wobei m, = 1 ist. Hieraus folgt insbesondere m;< m. Nach dem Satz 64 
ist m; der Index des Durchschnittes von § mit einer konjugierten 
Gruppe unter und es ergibt sich der 

Satz 651. Sind § und SS zwei konjugierte Untergruppen von 
&, so ist der Index thres Durchschmittes unter kleiner als der Index 
von S unter &. 

Allgemein gilt der Satz, daB der Index des Durchschnittes zweter 
beliebiger Untergruppen 5 und & unter & hochstens gleich dem Index 
von § unter & ist. Der Beweis wird genau wie fiir den Satz 65 gefiihrt. 

Satz 66. Guilt fiir eine Untergruppe von & die Zerlegung 

®=HH+H4,H+--+H4,5, 


_ Miller, G. A.: Ann. Math. Bd. 14 (1912, 1913), S. 95. 
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so besteht der Normalisator von § aus der Gesamtheit derjenigen Kom- 
plexe §A;H(A,=E), welche nur eine rechtsseitige Nebengruppe von 
§ enthalten. Der Index von § unter dem Normalisator von § ist daher 
gleich der Anzahl dieser Komplexe. 

Beweis. Ist A ein Element aus ©, fiir das S45 nur aus einer 
rechtsseitigen Nebengruppe besteht, so ist 54 =A; andererseits 
enthalt A die linksseitige Nebengruppe A, und da diese aus eben- 
sovielen Elementen wie $A besteht, ist A = A oder A-1HA = §; 
A gehoért also dem Normalisator von § an. Wenn umgekehrt A ein 
Element des Normalisators ist, so wird HAD=HHA=HA; dah. 
der Komplex §A enthalt nur eine rechtsseitige Nebengruppe von §. 

Historische Notiz. Doppelmoduln wurden zuerst von Cauchy betrachtet. 
Die Abhandlungen 300—327 seiner Werke (1. Serie Bd. 9 und 10) enthalten an 
manchen Stellen derartige Untersuchungen, z.B. Bd.10, S.66. Die heutige 
Gestalt der Theorie stammt von G. Frobenius (Uber endliche Gruppen. Berl. 
Berichte 1895, S. 163). 
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Ist # ein Primteiler der Ordnung g einer Gruppe ©, so enthalt & 
ein Element von der Ordnung ~. Dieser Spezialfall des Satzes 40 ist 
zum erstenmal (1845) von Cauchy! bewiesen worden. Ein iiberaus 
einfacher Beweis ist der folgende: 

Der Satz gilt fiir Gruppen von der Ordnung #. Man setze voraus, 
daB er fiir alle Gruppen gilt, deren Ordnung das Produkt von héch- 
stens »—1 Primzahlen ist, und beweist dann folgendermaBen seine 
Giiltigkeit fiir Gruppen, deren Ordnung das Produkt von n» Prim- 
zahlen ist. 

Wenn & eine Untergruppe besitzt, deren Index zu # prim ist, so 
ist die Ordnung derselben durch # teilbar und sie enthalt daher nach 
Voraussetzung Elemente von der Ordnung #. Es braucht also bloB 
der Fall betrachtet zu werden, wo der Index jeder eigentlichen Unter- 
gruppe durch # teilbar ist. Nun ist speziell die Anzahl der Elemente 
in einer Klasse nach Satz 62 ein solcher Index. Angenommen, diese 


Anzahlen hy, hg,..., hy seien stets entweder gleich 1 oder durch # teil- 
bare Zahlen, etwa 
== Sh, = 1, hyn = Plat, hys2 = Ply 1.3, ..., In = PM, 


so folgt aus der Gleichung 


Bly hy ay 
pores =1+ p(hpgi thie, ++> +hj) 


1 Oeuvres. 1. Serie Bd. 9, S. 358. 
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und der Teilbarkeit von g durch #, daB die Anzahl / der Klassen, die 
nur em Element enthalten, durch # teilbar ist. Diese letzteren bilden 
aber das Zentrum der Gruppe ; seine Ordnung ist also durch # teil- 
bar und daher enthalt es als Abelsche Gruppe ein Element von der 
Ordnung #. 

Satz 671. Ist p’ die héchste in der Ordnung einer Gruppe & auf- 
gehende Potenz der Primzahl p, so besitzt & Untergruppen von jeder Ord- 
nung pS mt O=s=r. Die Untergruppen der Ordnung 7p’ heiBen die 
zur Primzahl p gehorigen Sylowgruppen von &. 

Beweis. Die Tatsache, daB es eine Untergruppe von der Ord- 
nung #* gibt, laBt sich mit den Hilfsmitteln des vorigen Beweises 
erharten. Man wende dieselbe vollstandige Induktion an und nehme 
den Satz als bewiesen an fiir Gruppen von niedrigerer Ordnung. Im 
Falle, daB eine eigentliche Untergruppe existiert, deren Index zu 
prim ist, besitzt diese und also auch ®& eine Untergruppe von der 
Ordnung ~* nach Voraussetzung. Im anderen Falle sei $$ eine Unter- 
gruppe von der Ordnung #, die im Zentrum enthalten ist. Ihre Exi- 
stenz ist soeben nachgewiesen worden. ‘§ ist ein Normalteiler von 
®% und G/‘8 ist eine Gruppe, deren Ordnung kleiner ist als diejenige 
von &. Sie besitzt daher eine Sylowgruppe von der Ordnung #p*-} 
und zu ihr gehort nach Satz 18 eine Untergruppe von & mit der Ord- 
nung ?*. 

Satz 68. Jede Untergruppe von &, deren Ordnung eine Potenz von 
p ist, 1st in einer der Sylowgruppen von & enthalten. 

Beweis. Sei $ irgendeine Untergruppe, deren Ordnung eine Potenz 
von # ist. Offenbar geniigt es, den folgenden Hilfssatz zu beweisen: 
Wenn die Ordnung von § kleiner ist als #’, so gibt es eine Unter- 
gruppe von @, deren Ordnung eine Potenz von # ist und die $B als ezgent- 
liche Untergruppe enthalt. Denn wenn diese Behauptung erwiesen ist, 
so kann man, falls die Ordnung von ‘8 kleiner als #’ ist, schrittweise 
zu Gruppen von groBerer Ordnung aufsteigen, und das Verfahren nimmt 
erst ein Ende, wenn man zu einer Untergruppe gelangt ist, deren Ord- 
nung die hdchste in der Ordnung von & Bute euenae Potenz ~” von 

ist. 
4 Um die Richtigkeit des Hilfssatzes darzutun, zieht man die Resul- 
tate des vorigen Paragraphen heran. Es sei 


G= P+ PA,P+ PAZP+--++ PAP 
die Zerlegung von © nach: ($f, $$). Die Anzahl der rechtsseitigen Neben- 
gruppen von $ in ‘8 .A;8 sei m; und der Index von $ unter & sei m. 
Dann wird 
m= M+ M,+°°* + Ms. 

- Sylow L« Théorémes sur les groupes de substitutions. Math Ann. Bd. 5 
(1873), S. 584. 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Aufl. 5 
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Die Zahlen m; sind als Teiler der Ordnung von $ Potenzen von 4, 
also entweder gleich 1 oder durch # teilbar. Da nun nach Voraus- 
setzung m durch # teilbar ist, muB wegen m,=1 eine durch # teil- 
bare Anzahl der GroBen m; gleich 1 sein. Aus Satz 66 folgt jetzt, daB 
der Index von $ unter dem Normalisator % von $ durch # teilbar 
ist. Daher besitzt 9/38 eine Untergruppe von der Ordnung #, und nach 
Satz 18 ist $8 als ezgentlicher Normalteiler in einer Untergruppe von 
® enthalten, deren Ordnung eine Potenz von # ist, w. z. b. w. 

Satz 69. Je zwet zu derselben Primzahl gehérige Sylowgruppen von 
(% sind konjugiert. 

Beweis. Es seien $8 und Q zwei Sylowgruppen von derselben 
Ordnung, und man zerlege ® nach (3%, Q) 

G= PQ+ PA,0+ PAZQ+ +++ PAQ. 
Wiederum ist die Anzahl der rechtsseitigen Nebengruppen von § in 
jedem der Komplexe 1 oder eine Potenz von ~. Die Gesamtzahl der 
Nebengruppen ist aber gleich dem Index von $8 unter & und daher 
zu p prim. Daher mu8 mindestens einer der Komplexe, etwa AQ, 
aus bloB einer Nebengruppe von $8 bestehen. Daraus folgt aber, daB 
der Index des Durchschnittes von A-18 A und Q unter Q gleich 1 ist 
und so wird © = A-!%8A, womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 70. Ist 5 eine Untergruppe von & und sind J, und By, zwei 
Sylowgruppen von §, so sind sie nicht beide in derselben Sylowgruppe 
von & enthalten. 

Beweis. Waren ‘8, und ‘8, in derselben Sylowgruppe von @ ent- 
halten, so ware die durch ‘8, und $8, erzeugte Gruppe eine Untergruppe 
dieser Sylowgruppe und sie beséBe daher ebenfalls eine Potenz von p 
als Ordnung. Da sie auBerdem in  enthalten ware, so miiBte sie die- 
selbe Ordnung wie 38, besitzen, was nur moglich ist, wenn $8, = 8, ware. 


§ 23. Normalisatoren der Sylowgruppen?. 


Satz 71. Der Normalisator einer Sylowgruppe enthalt keine zu dieser 
konjugierte und von thr verschiedene Sylowgruppe von &, auBerdem ist 
er sein etgener Normalisator. 

Beweis. Sei $ eine Sylowgruppe von ® und % ihr Normalisator. 
Enthalt 9% die mit $8 konjugierte Untergruppe A-!A = 8’, so sind 
% und §’ zur selben Primzahl gehérige Sylowgruppen von 9 und 
daher innerhalb 8 konjugiert. Da nun $8 Normalteiler von § ist, muB 
8 = $f’ sein, d.h. A muB MN angehGdren, damit ist die erste Behauptung 
bewiesen. Nun sei A irgendein Element des Normalisators von 9; 
dann gehoren, weil $$ Untergruppe von t ist, samtliche Elemente von 
A1$8A = §’ der Gruppe Xt an, und der vorige SchluB zeigt, daB A, 
in ¥ liegt. Das ist die zweite Behauptung des Satzes. 


1 Die Satze dieses Paragraphen stammen von Sylow, Frobenius und Burnside. 
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Der Satz laBt sich in folgender Weise verallgemeinern: 

Satz 72. Ist die Ordnung einer Untergruppe 5 von & prim zu ihrem 
Index, so 1st der Normalisator von $ in ®& sein eigener Normalisator. 

Beweis. Ist 9 der Normalisator von §, so brauchen wir nur zu 
zeigen, daB jedes Element von &, das mit 9 vertauschbar ist, auch 
mit § vertauschbar ist. Es sei also A1RA=M, und A-!9A = §’ 
sei von § verschieden. Nun sind § und §’ Normalteiler von §t von der- 
selben Ordnung und demselben zur Ordnung primen Index. Die durch 
§ und §’ erzeugte Gruppe §’ enthalt § als eigentliche Untergruppe 
und ihre Ordnung enthalt nach Satz 26 nur solche Primzahlen, welche 
in der Ordnung von § bzw. §’ aufgehen. Die Ordnung von § $’ ist daher 
kein Teiler der Ordnung von & und der Widerspruch ist nachgewiesen. 

Satz 73. Der Normalisator N einer zur Primzahl p gehorigen Sylow- 
gruppe ‘I enthdlt auBer den Elementen von SB kein Element, dessen Ord- 
nung eine Potenz von pf 1st. 

Beweis. Wenn die Ordnung eines Elements A aus § eine Potenz 
von # ist, so gehort nach Satz 68 jedes Element der zyklischen Gruppe 
{A} einer zu p gehdrigen Sylowgruppe von %t an. Nach Satz 71 ist 
aber $8 die einzige solche. 

Satz 74. Die Anzahl der verschiedenen Sylowgruppen von der. Ord- 
nung p’ ist =1 (mod p); sve ist gleich dem Index des Normalisators 
einer beliebtgen unter thnen. 

Beweis. Die zweite Behauptung ergibt sich aus Satz 69 und 62, 
Korollar 2. Um weiter den Index n des Normalisators 3t einer Sylow- 
gruppe $$ zu bestimmen, zerlege man & nach (2, $f) 


G=RPLRA,P+ s+ + NAB, 


dann wird 
m= 1g bots Ms, 

unter 2; die Anzahl der rechtsseitigen Nebengruppen von t im Kom- 
plexe 9A; 8 verstanden. Diese ist nach Satz 64 gleich dem Index 
des Durchschnittes D; von A; +A; mit PB unter P%. D; enthalt als 
Untergruppe von 8 nur Elemente, deren Ordnung eine Potenz von p 
ist, und nach Satz 73 (angewandt auf A;'A; an Stelle von ®) folgt, 
daB diese saémtlich dem Durchschnitt von A> A; mit ‘8 angehéren 
miissen. Da A; nicht in Xt liegt, ist A;-! $$ A; von ‘ verschieden, und 
der Index von 9; unter 9% muB daher grdBer als 1, also eine Potenz 
von f mit positivem Exponenten sein. Folglich sind sémtliche Zahlen 
Ny,..+,N; durch p teilbar und  =1 (mod 4), w. z. b. w. 

Satz 75. Wenn P und Q zwei Elemente des Zentrums einer Sylow- 
eruppe sind, die in & der gleichen Klasse angehéren, so sind ste bereits 
im Normalisator der Sylowgruppe konjugiert. Zwet Normalteiler einer 
Sylowgruppe sind entweder im Normalisator konjugiert oder ste sind in 
der ganzen Gruppe nicht konjugiert. 


5* 
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Beweis. Sei $8 die Sylowgruppe und sei ; 
aia! EAS j= ea CS pe Ue? Si 
Man betrachte die Untergruppe 8 bestehend aus den mit Q vertausch- 
baren Elementen. Sie enthalt $ und $$’, denn Q ist im Zentrum von , 
ebenso auch P, daher ist S?PS = Q.im Zentrum. von, S73S = 
$8 und ’ sind Sylowgruppen von & und daher in & konjugiert. Sei T 
in @ und T- 8’ T = $B, dann ist nach Definition von 8 T1QT= Q. 
Also 
TASS RS Le @ LUSH BST 


ST gehért also zum Normalisator von $ und transformiert P in“Q. 
Die zweite Aussage des Satzes beweist man wortlich wie die erste, indem 
man nur statt P und Q die beiden Normalteiler einsetzt. 

Satz 76. Ist eine Sylowgruppe von & im Zentrum thres Normali- 
sators enthalten, so gehdoren alle thre Elemente zu verschiedenen Klassen 
von W. 

Beweis. Zwei verschiedene Elemente der Sylowgruppe sind im 
Normalisator nicht konjugiert, daher nach dem vorigen Satz auch nicht 
in &. 

Ist $8, eine Untergruppe der Sylowgruppe ‘[, die in keiner anderen 
Sylowgruppe enthalten ist, so ist jedes Element, das mit 8, vertausch- 
bar ist, auch mit ‘$$ vertauschbar. Der Normalisator von ‘Sf, ist im 
Normalisator von ‘8 enthalten. Denn wenn S18, S = §, so ist 2 
auch in S-! 8S enthalten und nach Voraussetzung folgt, daB alsdann 
S185 = $ ist. Eine Anderung tritt sofort ein, wenn die Untergruppe 
$8, noch in anderen Sylowgruppen vorkommt. 

Satz 77. Besitzt der Durchschnitt SB, zweter verschiedener Sylow- 
gruppen die Exgenschaft, daB keine Untergruppe von &, die SY, enthailt 
(auBer ‘3, selbst), in mehr als einer Sylowgruppe enthalten ist, so sind 
die Normalisatoren von $B, in denjenigen Sylowgruppen, die ‘8, enthalien, 
holoedrisch tsomorph. Der Normalisator von JB, in & enthalt Elemente, 
die nicht in den Normalisatoren dieser Sylowgruppen vorkommen. 

Beweis. Die Normalisatoren 9, Ms,..., 2%, von P, in den Sylow- 
gruppen, die ‘}, enthalten, besitzen ‘8, als echte Untergruppe (Satz 71). 
Sie sind die Sylowgruppen des Normalisators % von ‘8, in ©, denn 
sie sind in Jt enthalten; und umgekehrt kann eine Sylowgruppe von 
nur in etner der Sylowgruppen von @® enthalten sein, weil sie $8, als 
eigentliche Untergruppe enthalt. Hiernach ist also jeder Sylowgruppe 
von @®, die ‘8, enthalt, eine und nur eine Sylowgruppe des Normali- 
sators von ‘8, zugeordnet. Irgendein Element von ®, das nicht mit 
einer Sylowgruppe von §% vertauschbar ist, ist auch nicht mit einer. 
der Sylowgruppen von ® vertauschbar, womit die letzte Behauptung 
des Satzes erwiesen ist. 
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§ 24. Gruppen, deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist. 


Eine Gruppe, deren Ordnung die Potenz #* einer Primzahl ist, sei 
kurz als p-Gruppe bezeichnet. 

Satz 78. Jede p-Gruppe besitzt ein von E verschiedenes Zentrum. 

Beweis. Bezeichnet man mit /,,h,...,h, die Anzahlen der Ele- 
mente in den 7 Klassen, so wird h, +h, +--:+h,=f'. Die Zahlen h 
sind entweder = 1 oder Potenzen von # und, da hf, = 1 ist, muB es auBer 
E noch weitere Elemente geben, die fiir sich allein eine Klasse bilden. 
Diese bilden das Zentrum. 

Satz 79. Jede p-Gruppe ist auflisbar. 

Beweis. Wir brauchen den Satz nur fiir nicht-Abelsche p-Gruppen © 
zu beweisen. Sei 8, das Zentrum der Gruppe ©, dann ist auch G/3, 
eine ~-Gruppe und besitzt ein von ihrem Einheitselement verschie- 
denes Zentrum. Diesem entspricht ein Normalteiler 3, von ©, der 
8, als eigentlichen Normalteiler enthalt. Dabei wird 8,/8, nach Satz 16 
Abelsch. Indem man so fortfahrt, erhalt man eine Reihe von Normal- 
teilern E, 3,, B,..., die notwendig mit @ endet, und bei der stets 
3i/3:-1 eine Abelsche Gruppe ist. 

Satz 80. Jede eigentliche Untergruppe einer p-Gruppe ist von threm 
Normalisator verschieden und kommt in einer Kompositionsrethe vor. 

Beweis. Man zerlege & nach (, 5), wobei die gegebene Unter- 
gruppe bezeichnet. Ein Komplex $A enthalt entweder nur eine 
oder #' Nebengruppen (7 = 1,2,...). Nun ist 


G=HH+HAH+HBH+-~ 
und §$=. Daher muB es auBer noch weitere Komplexe geben, 
die bloB eine Nebengruppe enthalten, und diese bilden zusammen mit 
§ den Normalisator (Satz 66). Um eine Kompositionsreihe zu erhalten, 
die § enthadlt, suche man eine Untergruppe von ©, die § als Normal- 
teiler vom Index # enthalt. Eine solche mu8 nach dem eben Bewiesenen 
existieren. Von dieser steige man in derselben Weise zu einer Gruppe 
mit hdherer Ordnung auf, bis man zu ®& gelangt. Die so erhaltenen 
Untergruppen bilden zusammen mit einer Kompositionsreihe von 
eine Kompositionsreihe von &, die § enthalt. 

Satz 81. Die Primfaktorgruppen der Hauptrethen sind Gruppen von 
der Ordnung >. 

Beweis. Man kann die Reihe E, 3,, 8.,...,® zu einer Haupt- 
reihe erganzen, indem man zwischen 3;_, und 3; Normalteiler von & 
einschaltet. Nun ist 8,/8;-1 das Zentrum von /8;_,. Jede Unter- 
gruppe von 3,/8;-, ist Normalteiler von /2;_, und daher ist jede 
Untergruppe von &, die 8;_; enthalt und die in 8; enthalten ist, Normal- 
teiler von &. Infolgedessen ist eine Kompositionsreihe, die man durch 
Erganzung der Reihe E, 8), 8,..-, & erhalt, eine Hauptreihe, womit 
der Satz bewiesen ist. . 
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Hieraus folgt, daB es fiir jede Ordnung #° (s <7) mindestens einen 
Normalteiler gibt. 

Satz 82. Die Anzahl der Normalteiler von gegebener Ordnung tn etner 
p-Gruppe ist = 1 (mod #). 

Beweis. Ein Normalteiler von der Ordnung # gehért dem Zen- 
trum an. Denn ist A ein erzeugendes Element dieses Normalteilers 
und S ein beliebiges anderes, so wird S-!AS=A*. Daraus folgt 
weiter S24 S2=A* und S-*AS'=A*. Nun ist, wenn x zu p 
prim ist, x?-!=1 (mod #) und daher wird S?-' mit A vertauschbar. 
Da p—1 prim ist zur Ordnung von S, so wird auch S mit A ver- 
tauschbar. Die samtlichen Normalteiler von der Ordnung # erzeugen 
eine Abelsche Gruppe vom Typus (f, #,...,), die zum Zentrum. ge- 
hort, und jede ihrer Untergruppen von der Ordnung # ist ein solcher 
Normalteiler. Die Anzahl dieser Untergruppen ist =1(mod 4) nach 
Satz 51. Wenn das Zentrum a+ 1 Basiselemente besitzt, so besitzt 
es p* + p*-1+--+++ 1 Untergruppen von der Ordnung #, die mit den 
Normalteilern von derselben Ordnung identisch sind. Man nehme 
nun den Satz als bewiesen an fiir die Gruppen von der Ordnung #‘—*. 
Dann folgt der Satz fiir Gruppen von der Ordnung #° leicht aus dem 
soeben bewiesenen. Jeder Normalteiler von der Ordnung #° ist in einer 
Hauptreihe enthalten und enthalt daher insbesondere einen Normal- 
teiler % von G von der Ordnung #. Die Ordnung von &/ ist #'-? und 
die Anzahl ihrer Normalteiler von der Ordnung #°~ ist daher = 1 (mod #). 
Also ist die Anzahl der Normalteiler von © mit der Ordnung 4°, die | 
§8 enthalten, =1(mod#). Jeder Normalteiler von der Ordnung 
liefert ein solches System, und da die Anzahl dieser Normalteiler =1 
ist, so ist auch die Gesamtzahl der Untergruppen in diesen Systemen 
=1(mod#). Eine Untergruppe kann hierbei mehrfach auftreten, 
und zwar tritt sie offenbar genau so oft auf, als die Zahl der in ihr ent- 
haltenen Normalteiler von & mit der Ordnung # betragt. Diese letzteren 
erzeugen wieder eine im Zentrum enthaltene Abelsche Gruppe vom 
Typus (f,..., #) und ihre Anzahl ist ebenfalls = 1 (mod #). Wenn man 
jede Untergruppe nur einmal zahlt, so 148t man eine durch # teilbare 
Zahl von Gruppen weg und die Anzahl der verschiedenen Normalteiler 
von der Ordnung ~* bleibt = 1 (mod 4). 

Satz 83. Die Anzahl der Untergruppen von gegebener Ordnung in 
einer p-Gruppe ist = 1 (mod). 

Beweis. Fiir die Normalteiler ist der Satz soeben bewiesen. Die 
iibrigen ordnen sich in Systeme konjugierter, deren jedes eine durch p 
teilbare Zahl von Gruppen enthilt. 

Jede Untergruppe vom Index p ist Normalteiler, denn sie muB von 
ihrem Normalisator verschieden sein. 

Satz 84. Wenn eine p-Gruppe blo einen Normalteiler vom Index b 
besitzt, so ist ste zyklisch. 


§ 25. Spezielle p-Gruppen. a 


Beweis. Der Satz gilt fiir Abelsche Gruppen. Es geniigt daher, 
zu seinem Beweis zu zeigen, daB eine solche Gruppe Abelsch ist. Der 
Satz gelte fir Gruppen von der Ordnung #‘~!. Ist ® eine Gruppe von 
der Ordnung #‘ und $8 einer ihrer Normalteiler von der Ordnung 4, 
so ist &/$ nach Voraussetzung zyklisch, da diese Faktorgruppe nur 
einen Normalteiler vom Index # enthalt. Sei Q irgendein Element aus 
einer diese zyklische Gruppe /3$ erzeugenden Nebengruppe, dann 
ist Gt. in 8, aber keine frithere Potenz. Wenn © nicht zyklisch ist, 
so ist Q?' = E, und Q erzeugt zusammen mit $8 eine Abelsche Gruppe, 
da $$ zum Zentrum von & gehoért. Daher ist © Abelsch. 


§ 25. Spezielle p-Gruppen. 


Zunachst sollen Gruppen von der ungeraden Ordnung #‘ unter- 
sucht werden mit zyklischem Normalteiler, dessen Faktorgruppe zyklisch 
ist. Sei P ein erzeugendes Element des Normalteilers, seine Ordnung 
p~’ und Q ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugenden Neben- 
gruppe. Es wird Q-1PQ= P* und daraus Q-*PQ' =P”. Q* ist 
dann und nur dann mit P vertauschbar, wenn a’ =1(mod?#’). Sei 
die p°-te Potenz von Q die erste mit P vertauschbare, dann erzeugt 
a mit seinen Potenzen eine Untergruppe von der Ordnung #* in der 
multiplikativen Gruppe der zu # primen Reste (mod #’). Diese wird nach 
Satz 56 gebildet durch diejenigen Reste (mod #’), die =1 (mod ’~‘) 
sind. Insbesondere ist 1+ #’~* ein erzeugender Rest, und man kann 
ihn fiir a wahlen, indem man notigenfalls Q durch eine Potenz Q” 
ersetzt, wo m eine zu ~ prime Zahl bedeutet. Man setze, um tibersicht- 
liche Formeln zu erhalten, P = P,, P? = P,_,,..., P? = P,=E. Dann 
ist P; ein Element von der Ordnung #‘ und es wird Q3PQ = PP,. 

Satz 85. Ist Q mit der durch P erzeugten Gruppe {P} vertauschbar 
und ist Q?* die niedrigste Potenz von Q, die mit P vertauschbar ist, so ist 
P? die niedrigste Potenz von P, die mit Q vertauschbar ist. 

Beweis, Aus der Voraussetzung und dem soeben Bewiesenen folgt, 
daB Q1PQ= PP’ ist, wo P’ eine Potenz von P ist und die Ordnung 
p* besitzt. Es wird daher Q-! P?’Q = P?" p’?’ = PP’, und hieraus folgt, 
daB p° die niedrigste Zahl ist, fiir die gilt Q-!P?""Q= P®. 

Satz 86. Ist die durch P erzeugte Gruppe ein Normalteiler mit zykli- 
scher Faktorgruppe von &, und gibt es in & kein Element von hoherer 
Ordnung als der von P, so enthalt © eine zyklische Untergruppe, deren 
Ordnung gleich der Ordnung der Faktorgruppe von {P} ist und welche 
mit {P} nur E .gemeinsam hat. 

Beweis. Q sei ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugen- 
den Nebengruppe von {P}. Der Index von {P} sei p* =v. Alsdann 
ist Q’ in {P} enthalten und jedenfalls auch in { P’}, weil sonst die Ord- 
nung von Q gréBer ware als die von P. Irgendein anderes Element 
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in derselben Nebengruppe wie Q ist von der Gestalt P*Q. Um (P*Q)? 
allgemein zu berechnen, benutzt man die folgende Formel 
(PQ) PH OP*O™ (PHO) Oana ee 
Setzt man nun QPQ-1= P*, wo a=1 (mod f) ist, so wird 
OPO — p# und Qi Ppt (Dit — pra 
Die Formel wird nun zu (P*Q)’ = P*°Q”, wobei 
a’ —] 


c=(ltat+a?+::-fa-)= — 


ist. Nun beachte man, daB v= p% ist und daher nach Satz 56 die 
Zahl c genau durch v und keine héhere Potenz von # teilbar ist. Hieraus 
ergibt sich, daB P* ein die Untergruppe {P’} erzeugendes Elemert ist 
und daB P*° diese ganze Gruppe durchlauft, wenn man x die Zahlen 
0,1... durchlaufen laBt. Insbesondere kommt darunter auch das Ele- 
ment Q-* vor, womit der Satz bewiesen ist. 

Eine groBe Menge von Satzen folgt aus dem eben bewiesenen. 

Satz 87. Eine p-Gruppe mit ungeradem p, die nur eine eigentliche 
Untergruppe von einer gegebenen Ordnung besitzt, ist zyklisch. 

Beweis. Zunadchst sei der Satz bewiesen fiir den Fall, daB die 
Gruppe nur ewe Untergruppe von der Ordnung # besitzt. Sei P ein 
Element von moglichst hoher Ordnung und § eine Untergruppe, die 
{P} als Normalteiler vom Index # enthalt — eine solche muB es nach 
Satz 79 und 80 geben, falls {P} eigentliche Untergruppe der gegebenen 
Gruppe ist —, dann fallt unter die Voraussetzungen des vorherigen 
Satzes und es gibt auBerhalb von {P} eine Untergruppe von der Ord- 
nung ~, was einen Widerspruch ergibt. Daher mu8 die Ordnung von 
{P} gleich der Ordnung der Gruppe sein und sie ist zyklisch. Wenn 
ferner © bloB eine Untergruppe von ‘$ von der Ordnung #' besitzt, 
so nehme man einen Normalteiler 3% von der Ordnung f'-! ©/2 be- 
sitzt nur eime Untergruppe von der Ordnung #, namlich $8/9, und ist 
daher zyklisch. Also ist auch /‘8 zyklisch. Da jeder Normalteiler von 
®%. mit dem Index # die Untergruppe ‘$8 enthalten muB und da ©/$ 
zyklisch ist, so enthalt & bloB einen Normalteiler vom Index # und ist 
daher selber zyklisch nach Satz 84. 

Satz 88. Eine p-Gruppe & (p ungerade) von der Ordnung fp" > ?, 
deren eigentliche Untergruppen zyklisch sind, ist zyklisch. 

Beweis. Zwei Untergruppen § und §’ vom Index # besitzen als 
Durchschnitt eine Untergruppe von der Ordnung #’-*. Da sie zyklisch 
sind, so besitzen sie nur eine solche Untergruppe. Sie heiBe ®. Nun 
sei &” eine beliebige Untergruppe von der Ordnung #’-?; sie ist nach 
Satz 80 in einer Untergruppe §” von der Ordnung #’ enthalten und, 
weil §’ zyklisch ist, die einzige Untergruppe dieser Ordnung. Nun 
ist der Durchschnitt von § und ’’ von der Ordnung f’-*. Die einzige 
Gruppe von dieser Ordnung, die in § enthalten ist, ist ®, daher wird 
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R = KR’ die einzige Untergruppe von & mit der Ordnung ~’* und & 
ist nach dem vorigen Satz zyklisch. 

Ist {P} ein zyklischer Normalteiler von @, dessen Faktorgruppe 
Abelsch ist, so bilden die mit P vertauschbaren Elemente einen Nor- 
malteiler von &, dessen Faktorgruppe zyklisch ist, da sie holoedrisch 
isomorph mit einer Automorphismengruppe von { P} ist. Ist der Typus 
von @/{P} (p1', £3,..., p7") und sind Q,, Q,,..., Q, Elemente aus 7 
Nebengruppen von {P}, die @/{P} erzeugen, so folgt leicht aus den 
Satzen tiber Abelsche Gruppen, daB man alle diese Elemente auBer 
einem mit P vertauschbar annehmen kann, wahrend das ausgezeich- 
nete die Automorphismen erzeugt. Ist auBerdem P ein Element von 
héchster Ordnung in ©, so kann man die Ordnung von Q, gleich p*i 
annehmen nach dem vorhergehenden Satz, denn die durch P und 
Q; erzeugte Gruppe ist von dem dortigen Typus. Damit ist noch nicht 
gesagt, daB die Elemente Q,, Qo,...,Q, unter sich vertauschbar sind 
und eine Abelsche Gruppe vom Typus (pf", £”,..., £%*) bilden, sondern 
ihre Kommutatoren kdénnen -durch gewisse Potenzen von P geliefert 
werden. Die Kommutatorgruppe ist gewiB in {P} enthalten, da ©/{ P} 
Abelsch ist. 

Es sei speziell © eine Gruppe, deren Zentrum zyklisch ist. Die 
Faktorgruppe des Zentrums sei Abelsch und vom Typus (, f,..., ), 
ferner sei das Element P, welches das Zentrum erzeugt, ein Element 
von héchster Ordnung. Die Aufgabe ist, alle Gruppen von dieser Be- 
schaffenheit anzugeben. 

Nach Satz 86 kann man in jeder Nebengruppe des Zentrums ein 
Element von der Ordnung # finden und auBerdem ist jede Unter- 
gruppe von @, die das Zentrum enthalt, Normalteiler von ©. Nun 
seien Q,, Qo,...,Q, Elemente von der Ordnung # in den die Faktor- 
gruppe erzeugenden Nebengruppen. Ist eines dieser Elemente mit 
allen tibrigen vertauschbar, so ist das Zentrum nicht zyklisch. Man 
wird daher voraussetzen, daB jedes Element Q mit irgendeinem anderen 
nicht vertauschbar ist. Sei etwa Q,Q0.0;'Q;'=R, so ist R als Kom- 
mutator eine Potenz von-P. Ferner ist p die Ordnung von R, denn 
Q, ist mit R vertauschbar, und Q,Q.Q;'=RQ,. Erhebt man in die 
p-te Potenz, so folgt: R?Q?—E oder R?=E. Ist P, irgendein Ele- 
ment von der Ordnung # in {P}, so kann man setzen Q71Q2.Q, = Q2Py, 
indem man eventuell Q, durch eine seiner Potenzen ersetzt, was bloB 
auf eine andere Wahl des Basiselementes herauskommt. Ware auch 
Q3 nicht mit Q, vertauschbar und etwa wiederum Q;'Q,03 = Q,P,, 
_so kann man Q, durch Q>1Q, ersetzen und erhalt so ein mit Q, ver- 
tauschbares Basiselement, dessen Ordnung man durch Multiplikation 
mit einer Potenz von P als # annehmen kann, und das wieder mit 
Q, bezeichnet werden mag. In dieser Weise fortfahrend, kann man 
Q3, Q4,--. als mit Q, vertauschbar annehmen. Indem man fir Q, gleich 
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verfahrt, kann man Qs, Q4,... als mit Q, vertauschbar annehmen, 
’ denn es wird 

Q7'Q1Q2= Py". 
Da Q3 mit Q, und Q, vertauschbar ist, so muB es ein weiteres Basis- 
element, etwa Q,, geben, das mit Q, nicht vertauschbar ist und fiir 
das man die Gleichung annehmen kann Q;1Q,Q03; = Q3P;. So gelangt 
man schlieBlich zu Paaren von Basiselementen 


Q1,Q2; Qs Qs; Qs, Qei--- 

Die Elemente Q,, Q3,Q,,... mdgen mit R,, Ry, Rs,... bezeichnet 
werden, die Elemente Qo, Q4, Q,,..- mit S,, S,, S3,... Dann gelten 
die Beziehungen 

RS; R; = 5; Py ean oe ae Sp == Bek 
wahrend R; und S; mit allen anderen R,, S; (k +7) vertauschbar sind. 
Die Elemente R,, R2,... bilden eine Abelsche Gruppe vom Typus 
(p, p,..-, p) und ebenso die Elemente S,, So,.. 

Daher sind alle Elemente von & in der Gestalt 
| Poh a See 

darstellbar, und fiir das Produkt zweier beliebiger Elemente gilt das Gesetz 

Pe Re Rese SeeS ea PORE RO So Sie oe 

— peta Weeds Tag) el RaW en a) tye. Sath Sart ae 

Man erhalt alle Gruppen, fiir die @/{P} Abelsch und vom Typus 
(p, p,..., p) ist, fiir die {P} zum Zentrum gehért und in welchen P 
ein Element hoéchster Ordnung ist, indem man eine beliebige der so- 
eben definierten Gruppen mit einer beliebigen Abelschen Gruppe vom 
Typus (pf, ~,..., £) multipliziert. 

Nun sei $8 ein zyklischer Normalteiler von @ mit einer Faktor- 
gruppe vom Typus (f, p,..., ~), aber $8 lege nicht mehr im Zentrum 
von &. Dann gibt es ein Element Q, das der Gleichung geniigt 0-4 PQ = 
PP,, und die ibrigen Basiselemente der Faktorgruppe kann man als 
mit P vertauschbar annehmen. Diese letzteren erzeugen mit P zu- 
sammen eine Gruppe von dem vorhin angegebenen Typus. Wenn sie 
ein direktes Produkt ist, so ist auch die ganze Gruppe ein solches, denn 
sei etwa R mit P und mit den saratiichen Basiselementen auBer Q ver- 
tauschbar, so kann man setzen Q?RQ=RP,, daher wird PR ein 
Element von derselben Ordnung wie P, das zum Zentrum der Gruppe 
gehort. Man kame zu einer Gruppe vom vorhergehenden Typus, folg- 
lich wird R auch mit @-vertauschbar. 

Es ist nun leicht, samtliche p-Gruppen mit zyklischen Normal- 
teilern 8 vom Index # und #? zu bestimmen. Ist der Index gleich #, 
so gibt es auBer der zyklischen Gruppe noch eine Abelsche vom Typus 
(p’-1, p). Ferner gibt es eine nicht Abelsche von der Gestalt 


pr’ —E, QP=E, 02 PQ = PP,. 
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Ist der Index von 8 gleich #2, so unterscheide man die Falle, wo 
(3/8 vom Typus (pf?) bzw. vom ne Dys (p, p) ist. Im ersteren Fall gibt 
es drei Méglichkeiten: P?"" =F, QO? =E, 01°PQ=PFP*, wobei 
a = 0 oder #’~* oder ~’~* ist. Der erste Exponent ergibt eine Abelsche 
Gruppe vom Typus (f’~?, #”). Ist die Faktorgruppe nicht zyklisch, 
so gibt es eine Abelsche Gruppe vom Typus (f’~, £, £), ferner, wenn 
P zum Zentrum gehort, die Gruppe 
pe* — E, QP = E, RE-=E, 017 PQ=P, R2PR=P, 07?RO=RP,. 
Ist P nicht im Zentrum, ‘so ist die Gruppe das direkte Produkt einer 
zyklischen Gruppe von der Ordnung # und der Gruppe P?”” Ve, 
Q?=E, Q1PQ= PP”. Weitere Falle sind nicht méglich. 

Fiir Gruppen, deren Ordnung eine Potenz von 2 ist, treten modi- 
fizierte Betrachtungen ein, und dieser Fall ist komplizierter als der 
mit ungeradem ~. Es soll der Fall behandelt werden, wo ein zykli- 
scher Normalteiler von der Ordnung 2° vorhanden ist mit zyklischer 
Faktorgruppe. Sei P ein den Normalteiler erzeugendes Element und Q 
ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugenden Nebengruppe. 


Man setze Q-!PQ = P*; unter der Voraussetzung a =1(mod4) wird 
yeaa i 
dann 4 — 


genau durch 2” und durch keine hdéhere Potenz von 2 


teilbar. Daher kann man, wenn P ein Element von héchster Ordnung 
in & ist, genau wie fiir ungerade Primzahlen beweisen, daB es in der- 
selben Nebengruppe wie Q ein Element von der Ordnung 2‘ gibt. Es 
gibt daher nur die folgenden Typen 

Pi Ora FO PO SP PY ($2) 3,4). ets — 2), 
wobei P, eine Potenz von P von der Ordnung 2‘ bedeutet. 

Um auch den Fall a =— 1 (mod 4) zu untersuchen, seien die Grup- 
pen von der Ordnung 8 betrachtet mit einem Normalteiler von der 
Ordnung 4, der durch ein Element P erzeugt werden kann. Wenn die 
Gruppe nicht Abelsch ist, so muB fiir ein Element Q auBerhalb von { P} 
die Relation bestehen: Q-1PQ= P%. Ist Q von der Ordnung 2, so 
erhalt man die Diedergruppe 

Peco bits FOS PO a2 P-). 

Die 4 Elemente P' Q(i = 0, 1, 2, 3) sind samtlich von der Ordnung 2. 
Es gibt aber noch eine weitere Gruppe, die Quaternionengruppe. 
Hier ist Q von der Ordnung 4 und es gilt P? = Q?. Dieses letztere 
Element ist das einzige von der Ordnung 2, denn PQ ist von der Ord- 
nung 4 und ebenso P, P?, Q, Q? und PQ’. Setzt man P? = —1, und 
bezeichnet man PQ mit R, so gelten die Gesetze der Quaternionen 

PO=RAOR= PikP =O, 

PQ=—OQP, QR=—RQ, RP=— PR, 

Piz OF = Kh? =—1. 
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6. Kapitel. 
Symmetrien der Ornamente. 
§ 26. Vorbemerkungen. 


Die wichtigste Anwendung, welche die gruppentheoretischen Prin- 
zipien bisher gefunden haben, besteht in der Auffindung der geome- 
trischen Symmetrien, der sog. Raumgruppen. Zum Verstandnis der 
wunderbaren Konfigurationen, welche in der modernen Theorie der 
Krystallstruktur aufgefunden wurden, bildet das Studium der ent- 
sprechenden Ebenensymmetrien den besten Zugang. Hier ist die Anzahl 
der verschiedenen Moglichkeiten‘ noch nicht sehr groB und wir werden 
sie vollstandig ableiten, wahrend wir den raumlichen Fall nur zum kleinen 
Teil behandeln k6nnen. 

Wie ich im ersten Aufsatz der Einleitung zu zeigen versuchte, liegt 
das ebene Problem der Ornamentik zugrunde und bildet den Inhalt 
der altesten uns erhaltenen hdheren Mathematik. Beispiele fiir Orna- 
mente findet man am besten in dem prachtvollen Werk: Grammatik 
der Ornamente, von Owen Jones, das in den fiinfziger Jahren in Eng- 
land erschienen ist und viele Auflagen erfahren hat. Man findet es in 
jeder kunstgewerblichen Bibliothek, sein Studium méchten wir jeder- 
mann, der sich fiir die Gruppentheorie interessiert, empfehlen. 

Die Ornamentik erweist sich sonach als eine geometrische Kunst. 
Sie wird in der neueren Zeit weit unterschatzt und das hat zur Folge, 
daB keine neuen Ornamente mehr erfunden worden sind, die Mehr-. 
zahl aller schonen Tapeten- und Linoleummuster ist aus Owen Jones 
kopiert, wie sich jedermann tiberzeugen wird, der das Buch studiert. 

Durch die Méglichkeit, die wirksamen mathematischen Methoden 
zu benutzen, ist die schdpferische Kraft der Ornamentik auBerordent- 
lich groB und sie nimmt in dieser Hinsicht unter den bildenden Kiinsten 
einen hohen Rang ein. Die Beispiele, die ich im folgenden aus der 
Flachendekoration gebe, stammen gréBtenteils aus Agypten, denn hier 
ist die Quelle aller spateren Ornamentik. Flinders Peirie sagt in seinem 
interessanten kleinen Buch Egyptian decorative art, 2. ed. London 1920, 
S. 5: Practically it is very difficult, or almost impossible, to point out 
decoration which is proved to have originated independently, and not 
to have been copied from the Egyptian stock. 

Uber die Bedeutung des Symmetrieprinzips in den Naturwissen- 
schaften orientiert mam sich in: F’. M. Jaeger, Lectures on the principle 
of symmetry. Amsterdam 1917. 


§ 27. Die ebenen Gitter. 


Eine geradlinige Reihe aquidistanter Punkte nennen wir eine Punkt- 
reihe. Der Abstand zweier benachbarter Punkte heiBt die Elementar- 
distanz der Reihe. Man bildet eine Punktreihe, indem man von einem 
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beliebigen Punkt einen Vektor p beliebig oft abtragt und die Endpunkte 
markiert, und dasselbe mit dem Vektor —p macht. Man erhalt in dieser 
Weise die Gesamtheit der Vektoren 

xD CUR eet Poors hn 3) 
von dem gewahlten Anfangspunkt aus abgetragen. 

Entsprechend der letzten Erzeugungsweise definieren wir das ebene 
Punktgitter. Gegeben seien zwei beliebige Vektoren }, und p,, die 
nicht derselben Geraden angehéren. Von dem beliebig gewdhlten 
Punkt O aus trage man die Gesamtheit der Vektoren 


%1 Py + %2 Pe 
ab und markiere deren Endpunkte. Diese bilden ein ebenes Gitter. 
Man kann die Gitterpunkte als die Punkte mit ganzzahligen Koordi- 
naten in einem beliebigen geradlinigen Koordinatensystem definieren, 
und umgekehrt kann man zu einem gegebenen Punktgitter ein solches 
Koordinatensystem konstruieren, indem man als Anfangspunkt O wahlt 
und als Einheitsvektoren der x- und y-Achse p, und p, nimmt. 

Fine kongruente Abbildung des Gitters auf sich selber nennen wir 
eine Symmetrie des Gitters. Aus den elementaren Satzen der Geo- 
metrie folgt, daB jede Symmetrie durch eine Bewegung der Ebene 
in sich selbst oder durch eine Bewegung verbunden mit der Spiegelung 
an einer Geraden hervorgebracht werden kann. 

Jedes Gitter gestattet eine unendliche Gruppe von Translationen 
in sich selbst, namlich die durch die Vektoren %, p, + x2 p. festgelegten. 
Diese Gruppe ist Abelsch und besitzt zwei Erzeugende p, und p,. Es 
besteht nun die Frage, ob ein Gitter noch weitere Bewegungen in sich 
selbst besitzen kann. Hierzu geniigt es, die Bewegungen, welche O 
ungedndert lassen, zu untersuchen, denn geht bei der Bewegung B 
der Punkt O in P iiber und bezeichnet T die Translation, welche O in 
P iiberfiihrt, so ist auch BT—! eine Bewegung des Gitters in sich, und 
diese 14Bt O ungedndert, d.h. sie ist eine Drehung des Gitters um O. 
Hierdurch bekommen wir véllige Ubersicht tiber die Gruppe aller Be- 
wegungen des Gitters: sie wird erzeugt durch die Gruppe der Trans- 
lationen X und die dazu teilerfremde der Bewegungen, welche O unge- 
andert lassen. & ist Normalteiler der ganzen Gruppe, B-!TB ist die- 
jenige Translation, deren Vektor aus dem Vektor T durch die Drehung 
B hervorgeht. 

Jedes ebene Gitter gestattet um jeden Gitterpunkt eine Drehung 
von 180°. Daher brauchen wir nur Drehungsgruppen von gerader 
Ordnung zu betrachten. Um zu untersuchen, welche Ordnungen fiir 
weitere Symmetrien noch in Frage kommen, nehmen wir einen Gitter- 
punkt P,, dessen Distanz von O ein Minimum ist. Der Vektor von 
O nach P, ist dann ein kiirzester Gittervektor; d. h. es gibt im ganzen 
Gitter keine zwei Gitterpunkte, deren Distanz kleiner als OP, ist. 
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Beginnen wir mit einer Drehung von der Ordnung 4, so entstehen aus 
P, die weiteren Punkte P,, P,; und P,. OP, und OP, erzeugen ein 
quadratisches Gitter, dem auch P; und P, angehoren. Weitere Gitter- 
punkte kénnen nicht vorhanden sein, denn sonst lage ein solcher in 
einem Fundamentalquadrat und hatte daher mindestens von einer 
Ecke desselben eine kleinere Entfernung als OP,. Es gibt daher, abge- 
sehen von der Lage und der Gr6Be, nur ein Gitter, das Drehungen von 
der Ordnung 4 gestattet, namlich das guadratische. Genau so beweist 
man, daB es nur ein Gitter gibt, das Drehungen von 60°, also von der 
Ordnung 6, gestattet, namlich das durch Aneinanderreihen von gleich- 
seitigen Dreiecken erzeugte hexagonale Gitter. 


Kein Gitter gestattet Drehungen von weniger als 60°. Wir. be- 
weisen diesen Satz fiir die Ordnung 8. Es sei wieder P, ein nachster 
Gitterpunkt bei O. Alsdann entstehen aus ihm durch die Drehungen 
7 weitere Gitterpunkte P,, Ps,..., Ps. Den Gittervektor P,P, setzen 
wir in P, an und erhalten einen von O verschiedenen Gitterpunkt im 
Inneren des Achteckes, der entgegen der Voraussetzung naher bei O 
liegt als P,. : 

AuBer den Drehungen miissen wir noch die Existenz von Spiege- 
lungsgeraden behandeln, und auch hier kénnen wir uns auf die Be- 
trachtung derjenigen Spiegelungen beschranken, bei denen die Spiege- 
lungsgerade durch O geht. Diese ist alsdann immer eine Gittergerade, 
denn ist P ein Gitterpunkt auBerhalb der Geraden und P sein spiegel- 
bildlicher Punkt, so tragen wir den Gittervektor OP von P aus ab und | 
gelangen in einen Punkt auf der Spiegelungsgeraden. Da wir an- 
nelimen diirfen, daB OP nicht senkrecht steht zu dieser Geraden, so 
ist der neugefundene Punkt von O verschieden. Man findet so zwei 
verschiedene Gitter: das allgemeine rechtwinklige und das zentrierte 
rechtwinklige, welches durch Hinzufiigung der Mittelpunkte der Recht- 
ecke aus dem vorigen entsteht. Dieses letztere kann nach der Gestalt 
eines Fundamentalparallelogramms auch das rhombische Gitter genannt 
werden. Im Fall des quadratischen Gitters ist auch das zentrierte qua- 
dratisch. Das hexagonale Gitter ist ein spezielles rhombisches Gitter. 


Die Symmetrien, welche O festlassen, bilden eine endliche Gruppe. 
Sie charakterisiert im raumlichen Fall die makroskopischen Eigen- 
schaften der Krystalle. Unsere 5 Gitter liefern 4 solche Gruppen, 
denn das rechtwinklige und das rhombische Gitter besitzen dieselbe 
Gruppe. Jede weitere Deckoperation des Gitters setzt sich zusammen 
aus einer Operation, die O festlaBt, und einer Translation. Wir wollen 
alle Operationen, die man so erhalt, geometrisch illustrieren. 

Die aus einer Drehung und einer Translation zusammengesetzte 
Operation ist stets wieder eine Drehung, denn sie ist eine Bewegung 
der Ebene, aber keine Translation, und besitzt daher einen Fixpunkt. 
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Eine Drehung von 180° mit O als Fixpunkt plus eine Translation, 
welche O in O’ iiberfiihrt, ist gleichwertig mit einer Drehung von 180° 
um den Mittelpunkt der Strecke OO’. Ein ebenes Gitter gestattet daher 
nicht nur um seine Gitterpunkte, sondern auch um die Mittelpunkte 
der Verbindungsstrecken beliebiger Gitterpunkte Drehungen von 180°. 
Die Fixpunkte aller dieser Drehungen bilden ein mit dem Punktgitter 
ahnliches Gitter von der halben Abmessung. 

Das quadratische Gitter besitzt auBerdem Drehungen von 90°, 
und zwar, wie man sich sofort tiberzeugt, um die Gitterpunkte sowie 


Abb. 4, (Niccolini, Tempio d’Iside.) 


um die Mittelpunkte der Quadrate. Die Fixpunkte der Drehungen von 
90° bilden daher selber ein quadratisches Gitter, das gegentiber dem 
Punktgitter um 45° gedreht erscheint und dessen Quadrate den halben 
Flacheninhalt haben, gegentiber den urspriinglichen Quadraten. 

Bei dem Gitter mit den Drehungen von der Ordnung 6 liegen die 
Verhaltnisse noch merkwiirdiger. Hier sind nur die Gitterpunkte Fix- 
punkte fiir die Drehungen von der Ordnung 6. Dagegen bilden die 
Mittelpunkte der gleichseitigen Dreiecke Fixpunkte fiir Drehungen 
von der Ordnung 3. Die Abb. 4 illustriert trefflich die vorliegenden 
Symmetrieverhaltnisse. Sie stellt ein Mosaik des Isistempels in Pompeji 
dar. Ein ungeschickter Dekorateur (denn ein ,,Neuténer‘‘, der Disso- 
nanzen liebt, wird es wohl nicht gewesen sein) hat mathematische 
Verzierungen angebracht, die von anderen Ornamenten stammen und 
falsche Symmetrien aufweisen: im Sechseck einen Kreis mit einer 
fiinfstrahligen Figur, an den Stellen mit einer Drehung von der Ord- 
nung 2 die beiden verschlungenen Ovale, welche eine Drehung um 
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90° gestatten. SchlieBlich hat er noch oben und unten, um dem Ganzen 
ein architektonisches Aussehen zu geben, die sechs Halbmonde hin- 
zugefiigt. Alles das hat man natiirlich wegzulassen, und es bleibt das 
Normalschema fiir das Sechsecksgitter, wie es in den Kiinstlerschulen 
als Vorlage gedient haben mag. 


Schauen wir nun zu, was aus den Spiegelungsgeraden wird, wenn 
man sie mit Translationen verbindet. Steht die Translationsrichtung 
senkrecht zur Geraden, so ist das Resultat wiederum eine Spiegelung 
an einer parallelen Geraden, deren Distanz die Halfte der Translation 
betragt. Ist die Translation parallel zur Geraden, so erhalt man eine 
Gleitspiegelung. Die Wirkung einer beliebigen Translation auf eine 
Spiegelung wird erhalten, indem man sie in ihre Komponenten parallel 
und vertikal zur Spiegelungsachse zerlegt. Hier ergibt sich nun der 
Unterschied zwischen dem rechtwinkligen und dem rhombischen Gitter. 
Das rechtwinklige Gitter besitzt nur gewohnliche Spiegelachsen, oder 
Gleitspiegelachsen, deren Translationskomponenten Vielfache der Ele- 
mentardistanzen fiir die Richtung der Achse bilden. Diese Achsen werden 
durch die Seiten der Rechtecke gebildet, sowie durch Geraden, welche 
ihnen parallel durch die Mittelpunkte der Recktecke laufen. Beim 
rhombischen Gitter bilden zwar die parallelen Geraden durch Gitter- 
punkte Spiegelachsen, in der Mitte zwischen zweien geht aber eine Gleit- 
spiegelachse, deren Gleitdistanz die Halfte der Elementardistanz auf 
der Achse ist. Abb. 4, in welcher die Sechsecke mit den Kreisen das 
Gitter reprasentieren, gestattet leicht, diese Verhadltnisse zu iiber- | 
blicken. 


Das quadratische Gitter muB vier verschiedene Richtungen fir die 
Spiegelgeraden liefern. Dreht man’es um 45°, so wird es zu einem 
rhombischen Gitter, wiederholt man diese Drehung, so gelangt man 
zur urspriinglichen Konfiguration zurtick. Das Gitter der Abb. 4 mit 
der Drehung von der Ordnung 6 ist rhombisch. Dreht man es um 30°, 
so erhalt man wieder ein rhombisches Gitter in etwas anderer Anord- 
nung, die Sechsecke stehen jetzt auf einer Seite, wahrend sie in der 
vorigen Lage auf den Ecken stehen. Die Spiegelungsgeraden bilden hier 
samtlich: gemischte Scharen aus reinen Spiegelungen und Gleitspiege- 
lungen. In der Figur verbinden die reinen Spiegelachsen immer die 
Mittelpunkte der Sechsecke, die Gleitspiegelachsen gehen durch die 
Mittelpunkte der verschlungenen Ovale, soweit diese nicht schon auf 
den vorigen Achsen liegen. 


Eine Drehung vom Winkel « verbunden mit einer Spiegelung an 
einer Geraden durch den Fixpunkt der Drehung liefert wieder eine 
Spiegelung an einer Achse durch den Fixpunkt, welche aus der vorigen 


Achse durch Drehung um den Winkel — entsteht. 
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§ 28. Die Streifenornamente. 


Unter einem Streifen verstehen wir das Stiick der Ebene, das 
zwischen zwei parallelen Geraden liegt. Die zu den Grenzgeraden 
parallele Gerade, welche in der Mitte des Streifens lauft, nennen wir 
die Langsachse des Streifens. Die im Streifen liegenden Strecken senk- 
recht zur Langsachse zwischen den beiden Grenzgeraden nennen wir 
die Querachsen. Wir betrachten nun die Deckoperationen des Streifens, 
und zwar zunachst bloB die folgenden: 


1. Die Translationen in der Richtung der Langsachse. 

2. Die Spiegelung an der Langsachse sowie die Gleitspiegelungen 
an derselben, welche durch Hinzufiigung der Translationen entstehen. 

3. Die Spiegelungen an Querachsen. Setzt man diese mit Trans- 
lationen zusammen, so erhalt man wieder Spiegelungen an Querachsen, 
ihre Distanz von den vorigen ist die halbe Translationsdistanz. 

4. Die Drehung von 180° um irgendeinen Punkt der Langsachse. 
Setzt man sie zusammen mit einer Translation, so erhalt man wieder 
eine Drehung, deren Fixpunkt vom vorigen sich ebenfalls um die halbe 
Translation unterscheidet. 


Diese Operationen bilden eine Gruppe, denn fiihrt man nachein- 
ander 2. und 3. aus, so erhalt man 4. Die Gruppe der Translationen 
bildet einen Normalteiler der ganzen Gruppe, dessen Faktorgruppe 
die Vierergruppe ist. 

Wir suchen jetzt die verschiedenen Symmetrien auf, welche bei 
Streifenornamenten auftreten koénnen. Von vorneherein nehmen wir 
an, da8 die Ornamente eine Translationsperiode besitzen. Ihre “Lange 
bezeichnen wir als die Elementardistanz des Ornamentes. Dasjenige 
Stiick des Ornamentes, das durch seine Translation das ganze Orna- 
ment erzeugt, nennen wir das Elementarornament. Sofort unterscheiden 
wir jetzt 5 Moglichkeiten: 

1. Die einzigen Deckoperationen des Ornamentes werden von den 
Translationen gebildet (Abb. 5). 


BY MES Pf Es 


Abb. 5. 


2. Das Ornament ist spiegelbildlich zur{ Langsachse (Abb. 6). 


Abb. 6. 
Speiser, Gruppentheorie. 3. Aufl. 6 
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3. Das Ornament ist spiegelbildlich zu einer Querachse und also 
zu unendlich vielen, deren Distanz die halbe Elementardistanz ist 


(Abb. 7). 


Abb. 7. 


4. Das Ornament besitzt Mittelpunkte (ebene Zentren), deren Distanz 
die halbe Elementardistanz ist (Abb. 8). 


Abb. 8. 


5. Das Ornament besitzt die obigen Symmetrien zusammen (Abb. 9). 


OOOH 


Abb. 9. 


Jetzt iiberlegen wir, daB die Spiegelung an der Langsachse auch 
eine Gleitspiegelung sein kann. Uben wir sie zweimal aus, so entsteht 
eine Translation, die selbstverstandlich ein Vielfaches de: Elementar- 
distanz sein muB. Daher kann fir die Gleitkomponente die Hialfte 
der Elementardistanz in Betracht kommen. Wir erhalten so zwei weitere 
Symmetrien: 

6. Das Ornament besitzt eine Gleitspiegelung an der Langsachse 
mit der halben Elementardistanz als Gleitkomponente (Abb. 10). 


Abb. 10. 


7. Das Ornament besitzt die Symmetrien 3, 4 und 6 zusammen 
(Abb. 11). 


Abb. 11. 
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Man bemerke, daB bei Abb.9 die Drehpunkte auf den Querachsen 
liegen, die fiir das Ornament Spiegelachsen bilden, wahrend sie bei 
Abb. 11 in der Mitte zwischen zwei dieser Querachsen sich befinden. 

Bortenornamente finden sich auf den meisten Kunstgegenstanden 
aller Zeiten. Wir geben zwei Beispiele aus einer Moschee =. 
in Kairo vom 9. Jahrhundert. Abb. 12 stellt eine Ranke | 
mit der Symmetriegruppe 6 dar. Abb. 13 besitzt die ~ 
Symmetrie 2. Aber schon A. Riegl hat erkannt, daB | 
diese Borte aus der vorigen entstanden ist, indem letztere — 
an einem Rand gespiegelt wurde. In der Tat, schneidet 
man die Borte Abb. 13 an der Langsachse auf, so er- 
halt man fast genau zwei Exemplare von Abb. 12. Inter- 
essant ist es, die Anderungen zu beobachten, welche der 
Kinstler vorgenommen hat. Sie betreffen hauptsachlich 
die beiden Schleifen am auBeren Rand. Geht man um 
die halbe Elementardistanz weiter, so kamen die beiden ’ : 
in der Mitte nebeneinander zu stehen, was haBlich aus- Abb. 12. 
sehen wiirde. Sie sind leicht tiberarbeitet worden und 
ergeben die 4 kreuzformig angeordneten Tropfen. Nun hat sich aber 
bei der Zeichnung des Randes eine Zacke ergeben, welche an der 
entsprechenden Stelle nicht vorhanden ist. Sie ist an dem gegen- 
iiberliegenden Blattrand weggenommen worden, denn dieser hat nur 
6 Zacken, wahrend der entsprechende, eine halbe 
Elementardistanz friiher, deren 7 aufweist. 

Hiermit sind noch nicht alle Symmetrien er- 
schopft, welche in einem Ornament angebracht 
werden kénnen. Die Schniire und Ranken, aus 
denen die Ornamente zusammengesetzt sind, ge- 
statten auch noch Uberschneidungen, und um diese 
gruppentheoretisch zu erfassen, denke man sich das 
Ornament als Relief. Spiegelt man nun an der 
Streifenebene selber, so werden die Uberschnei- 
dungsverhaltnisse gerade umgekehrt, die Ranke, 
welche oberhalb kreuzt, geht jetzt unterhalb durch. 
Wir haben also eine neue Symmetrieoperation hin- 
zugenommen und damit kommen automatisch noch 
drei weitere hinzu. Die Translationsgruppe ist jetzt 
Normalteiler vom Index 8, die Faktorgruppe ist Abelsch und vom 
Typus (2, 2, 2). Wir wollen zuerst die verschiedenen Symmetrie- 
operationen aufzahlen. 

1. Die Translationen. Ihre Elementardistanz sei gleich 1. 

2. Die Langsachse ist Spiegelachse. 

2a. Die Langsachse ist Gleitspiegelachse mit der Gleitkomponente 1/2. 

3. Es gibt Querachsen die Spiegelachsen sind. 
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4. Mittelpunkte, d.h. Drehachsen senkrecht zur Ebene, mit Dreh- 
winkel von 180°, sog. Digyren. 

5. Die Streifenebene ist Spiegelebene. 

5a. Die Streifenebene’ ist prod hers mit der Gleitkompo- 
nente 1/2. 

6. Die Langsachse ist Drehachse des Streifens mit einem Dreh- 
winkel von 180°. 

6a. Die Langsachse ist eine Schraubenachse mit dem Drehwinkel 
von 180° und der Ganghohe 1/2. 

7. Es gibt Querachsen, die Drehachsen mit dem Winkel 180° sind. 
Mit einer solchen gibt es stets eine unendliche Schar, die Distanz zweier 
aufeinander folgender ist 1/2. 

8. Drehspiegelungen mit dem Drehwinkel von 180°. Das heiBt der 
Streifen gestattet eine Drehung um eine Achse senkrecht zu seiner 
Ebene, wie 4, aber verbunden mit einer Spiegelung an der Streifen- 
ebene. Als raumliche Operation gedeutet besagt dies die Existenz 
eines Symmetriezentrums oder Mittelpunktes der raumlichen Figur. 

Jede der Operationen von 2 bis 8 liefert zusammen mit den Trans- 
lationen eine Symmetriegruppe, und wir haben somit bereits 11 Grup- 
pen gefunden, namlich diejenige, welche bloB aus Translationen be- 
steht, ferner die 10 weiteren, welche wir durch Hinzunahme einer der 
10 unter 2 bis 8 aufgezahlten Symmetrien erhalten. 

Nun miissen wir weiter zusehen, was man durch Kombination der 
aufgezahlten Symmetrien erhalt. Nehmen wir erst die Langsachse. . 

9. Die Operationen 2+ 5-+6 bilden zusammen mit den Trans- 
lationen eine Gruppe. 

9a. 2 +5a+6a. 

9b. 2a+5 +6a. 

9c. 2a+5a+6. Namlich die Ausfiihrung von 2a und 6 hinter- 
einander ergibt 5a. 

10. 2 +3 +4. 

lda. Za+3 +4. Diese beiden Symmetrien sind schon oben 

behandelt worden. 

ll. 2 +7 +8. Die Querachsen und die Zentren inzident. 


Ila. Za-—-7 --8. ™ a Sete a! ra alternierend. 
12. 3 +5 +7. 

12a. 3 +5a+7 

13. 3 +6 +8 

l3a. 3 +6a+8 

14. 4 +5 +8. Drehzentren und Drehspiegelzentren inzident. 
l4a. 4 +5a-+8. Kia Fe R alternierend. 
15. 4 +6 +47. Drehzentren und Querachsen inzident. 

Ilda. 4 +6a+7. = - “ alternierend. 
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Dies sind die Hemiedrien (vgl. § 33 Anfang). Nun sollen die Holo- 
edrien folgen. 


16. 2 +34+4+5 +6 47-48. 

l6a. 2 +3-+4+5a+6a4+7-+8. 

16b. 2a4+3+4+4+4+5 +6a+7+8. 

l6c. 2a+3+4+5a+6 +7+8. 

Es gibt also 31 Symmetrien fiir Streifen, némlich 4 Holoedrien, 
16 Hemiedrien und 10 Tetratoedrien, wozu noch die reine Translations- 
gruppe kommt. 

DaB in 9 die a-Symmetrien nur paarweise auftreten kdénnen, hat 
seinen Grund darin, daB die Gleitkomponente 1/2 ist und bei zwei- 


maligem Auftreten fiir die dritte Sym- 
metrie eine Gleitkomponente 1 ergibt, . ). j), )\, \, 
welche durch die Translation — 1 wegfallt. 


Leider ist es uns nicht moglich, fiir ele 
alle 31 Ornamente Muster zu geben. 


Wir begniigen uns mit drei besonders ee 
bekannten. 

Abb.14besitzt dieSymmetriegruppel1. A 
Es ist die Geldrolle. In der Sprache Abb. 15. 
der italienischen Banquiers des 16. Jahr- “~~ — — 
hunderts hieB sie un gruppo und die OO000 
direkte historische Entwicklung des 3 
Wortes Gruppe laBt sich bis auf diese fi ees ave 
Bedeutung zuriickverfolgen. 

Abb. 15 besitzt die Gruppe 15 als Symmetriegruppe. 

Abb. 16 besitzt die Gruppe 16c. Man beachte, wie die Quer- 


achsen, die Spiegelachsen sind (3), und die Querachsen, die Dreh- 
achsen sind (7), alternieren. 


Abb. 16, 


, 
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Unter einem Flachenornament verstehen wir eine Figur in der 
Euklidischen Ebene, welche durch die Translationen eines ebenen 
Gitters aus einer Elementarfigur entsteht. Die Gruppe der Bewegungen 
und Spiegelungen in der Ebene, welche das Ornament in sich iiber- 
fiihrt, heiBt die Symmetriegruppe des Ornamentes. Die Translationen 
des Gitters bilden einen Normalteiler der Symmetriegruppe von end- 
lichem Index, denn die iibrigen Symmetrien miissen die Gesamtheit 
der Translationsvektoren in sich selbst iiberfiihren, ihr rotativer Bestand- 
teil kann daher nur aus einer Drehung eines Gitters um einen festen 
Punkt bestehen, und dafiir kommen nach dem § 27 nur endlich viele 
Moglichkeiten in Betracht. 
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Wir haben sonach folgende Moglichkeiten: 


1. Die Translationen der Translationsgruppe. 

2. Die Spiegelung an einer Achse. - 

2a. Die Gleitspiegelungen an einer Achse. 

3. Die Drehungen um 180°, genannt Digyren. 

_4. Die Drehungen um 120°, genannt Trigyren. 
5. Die Drehungen um 90°, genannt Tetragyren. 
6. Die Drehungen um 60°, genannt Hexagyren. 


Wir gehen nun an die Aufzahlung der 17 verschiedenen Symmetrie- 
gruppen. Sie sind zuerst (vgl. jedoch S. 228) von R. Fricke in Fricke- 
Klein, Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen 
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(1897) Bd. 1, S. 222—234 aufgestellt worden. Wieder aufgefunden wurden 
sie von G. ‘Polya und in einer schénen Tafel illustriert in der Z. Kristallogr. ' 
Bd. 60 (1924), S. 278—282. (Uber die Analogie der Krystallsymmetrie 
in der Ebene.) Daran anschlieBend hat P. Niggli das Problem bearbeitet 
im selben Band, S. 283—298 (Die Flachensymmetrien homogener Dis- 
kontinuen). Eine arithmetische Ableitung dieser Gruppen gab /. J. 
Burckhardt, Commentarii mathematici Helv. Bd. 2, S.91, eine topo- 
logische F’. Sterger, 1.c. Bd. 8, S. 235. Vgl. ferner Heesch, Z. Kristallogr. 
Bd. 81, S. 230. 

1. Eine Elementarfigur ohne Symmetrien wird in ein _beliebiges 
Gitter eingebaut. Die Symmetriegruppe besteht bloB aus den Trans- 
lationen (Abb. 17, €,). 

2. Eine Elementarfigur mit Mittelpunkt wird in ein beliebiges Gitter 
eingebaut. Zur Translationsgruppe kommen noch Drehpunkte mit 
dem Drehwinkel von 180°, sog. Digyren. Sie bilden ein mit dem Trans- 
lationsgitter ahnliches Gitter von der halben Abmessung (Abb. 18, (,). 

3. Das Ornament besitzt eine Parallelschar von Spiegel- oder Gleit- 
spiegelachsen. Das Gitter ist daher entweder rechteckig oder rhombisch. 
Wir haben drei Méglichkeiten. 

3a. Das Gitter ist rechtwinklig, die Elementarfigur ist spiegelbild- _ 
lich zur Spiegelachse. Die Schar der Symmetrieachsen besteht aus 
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lauter Spiegelachsen, deren Distanz die halbe Elementardistanz des 
Gitters in der zur Achse senkrechten Richtung ist (Abb. 19, GC). 

3b. Das Gitter ist rechtwinklig, die Elementarfigur geht durch 
eine Gleitspiegelung in sich iiber, deren Gleitkomponente die halbe 


Abb. 19, C. Abb. 20, C1", 


Elementardistanz in der Achsenrichtung ist. Die Schar der Symmetrie- 
achsen besteht aus 4auter Gleitspiegelachsen mit derselben Distanz 
wie in 3a (Abb. 20, ©’). 

3c.. Das Gitter ist rhombisch, die Elementarfigur ist symmetrisch 
zur Achse. Die Symmetrieachsen sind abwechselnd Spiegelachsen 


XXX xX 
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Abb. 21, ¢17, Abb. 22, C}.,. 


und Gleitspiegelachsen, denn die Translationen des rhombischen Gitters 
erfordern dies nach § 27 (Abb. 21, ©’). 

4. Die Gruppe enthalt Digyren und Spiegelachsen, also zwei Scharen 
der letzteren, die senkrecht aufeinander stehen. Das Gitter ist wieder 
rechtwinklig oder rhombisch. 

4a. Das Gitter ist rechtwinklig. Die Elementarfigur besitzt einen 
Mittelpunkt und zwei aufeinander senkrechte Spiegelachsen durch den 
Mittelpunkt. Alle Symmetrieachsen sind Spiegelachsen (Abb. 22, G4.) 
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4b. Das Gitter ist rechtwinklig. Die Elementarfigur entsteht aus 
einer Figur mit Mittelpunkt durch eine Gleitspiegelung. Alle Symmetrie- 
achsen sind Gleitspiegelachsen (Abb. 23, 23). 


4c. Das Gitter ist rechtwinklig. Die Elementarfigur entsteht aus 
einer Figur mit Mittelpunkt durch Spiegelung an einer Achse, welche 
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Abb. 23, Cy... Abb. 24, CH. 


nicht durch den Mittelpunkt geht. Die Symmetrieachsen parallel zu 
derselben sind lauter Spiegelachsen, diejenigen senkrecht dazu sind 
lauter Gleitspiegelachsen (Abb. 24, @3!). 


4d. Das Gitter ist rhombisch. Die Elementarfigur besitzt einen 
Mittelpunkt und zwei Spiegelachsen durch denselben (Abb. 25, (3Y). 
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Abb. 25, €5",. Abb. 26, C,. 


5. Das Ornament besitzt eine Tetragyre, aber keine Spiegelungen. 
Das Gitter ist quadratisch und die Elementarfigur gestattet die eh ake 
um 90°, aber keine Spiegelungen (Abb. 26, €,). 


6. Das Ornament besitzt eine Tetragyre sowie vier Scharen von 
Symmetrieachsen, welche einen Winkel von 45° bilden. Es sind zwei 
Falle zu unterscheiden: 
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' 6a. Die Elementarfigur besitzt die Tetragyre und die vier Spiegel- 
geraden durch den Mittelpunkt, wie z.B. das gleicharmige Kreuz. 
Die beiden Scharen von Symmetrieachsen, welche den Quadratseiten 
parallel sind, bestehen nur aus Spiegelgeraden, die dazu im Winkel 
von 45° stehenden Scharen bestehen abwechselnd aus Spiegel- und 
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Abb. 27, €4,- Abb. 28, 4). 


Gleitspiegelachsen, weil das quadratische Gitter in dieser Orientierung 
ein rhombisches ist (Abb. 27, G])). 


6b. Die Elementarfigur entsteht aus einer Figur mit bloBer Tetra- 
gyre durch Spiegelung an einer Achse, welche nicht durch den Mittel- 
punkt geht. Die zwei Scharen von Symmetrieachsen parallel den 
Quadratseiten gehen durch die Fixpunkte 
der Tetragyren und in der Mitte zwischen 
ihnen hindurch und bestehen abwechselnd ae 
aus Spiegel- und Gleitspiegelachsen. Die 
beiden anderen Scharen bestehen nur aus 
Gleitspiegelachsen.. Auch hier ist das ae ae 
Translationsgitter quadratisch, aber nicht 
ohne weiteres ersichtlich. Man muB8 die 
Abbildung um 45° drehen und alsdann oi = ao 
ein aufrechtstehendes Quadrat zeichnen, 
dessen Seiten durch vier Mittelpunkte Abb. 29, Gs. 
gehen (Abb. 28, 39 und 41, Gj}). 

7. Das Ornament besitzt eine Trigyre und ist einem hexagonalen 
Gitter eingebaut. Spiegelachsen kommen nicht vor. Als Elementar- 
figur beniitzt man am besten das Triquetrum, ahnlich wie wir in den 
Fallen 5 und 6b die Swastika oder das Hakenkreuz benutzt haben. 
Bekanntlich galten beide Figuren als Trager einer magischen Ladung, 
und es ist keineswegs unmdglich, daB der Ursprung dieses Glaubens 
in dieser mathematischen Eigenschaft der Verhinderung gewisser Sym- 


metrien liegt, denn der Respekt vor geometrischen Figuren ist eine der 
wichtigsten Komponenten der alten Magie (Abb. 29, G5). 
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8. Das Ornament besitzt eine Trigyre und drei Scharen von Sym- 
metrieachsen, welche Winkel von 60° untereinander bilden. Diese 
drei Scharen miissen von derselben Art sein, denn sie gehen durch 
die Drehungen von 120° ineinander tiber (vgl. S. 96), wahrend die vier 
Scharen im quadratischen Fall in zwei getrennte Abteilungen zerfielen. 
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Abb. 30, C5... Abb. 31, C3\,. 
Wir haben auch hier, aber aus anderen Griinden als im Fall 6, zwei 
Moglichkeiten. Weil namlich das hexagonale Gitter rhombisch ist, so 
miissen die Scharen von Symmetriegeraden immer gemischte sein, 


d.h. Spiegel- und Gleitspiegelachsen abwechselnd enthalten. Aber 
die drei Schareh kénnen auf zwei verschiedene Arten zum Gitter liegen. 
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Abb. 32, G,. Abb. 33, Gsv. 


8a. Die Spiegelachsen sind parallel den Seiten der das Gitter 
erzeugenden gleichseitigen Dreiecke. Durch die Mittelpunkte derselben, 
welche fiir das Ornament auch Fixpunkte von Trigyren sind, gehen 
keine Spiegelungsachsen (Abb. 30, Gj,). 

8b. Die Spiegelachsen sind parallel den Hohen in den angegebenen 
Dreiecken und gehen daher durch alle Fixpunkte der Trigyrenschar 
(Abb. 31, 62). 
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9. Das Ornament besitzt eine Hexagyre, aber keine Spiegelungen. 
Das Gitter ist hier hexagonal, als Elementarfigur beniitzt man am 
besten eine zum Triquetrum analoge Figur (Abb. 32, ©,). 

10. Das Ornament besitzt eine Hexagyre sowie sechs Scharen von 
Spiegel- und Gleitspiegelachsen, welche samtlich vom gemischten Typus 
sind. Da hier offenbar die beiden Falle 8a und 8b gleichzeitig vor- 
kommen, so gibt es nur eine Méglichkeit (Abb. 33, G,). 

Hiermit sind alle 17 Flachensymmetrien aufgezaihlt. Man kénnte 
nun noch die Rankenornamente beriicksichtigen und die Ebene selber 
als Spiegelebene hinzunehmen. Die Anzahl der so entstehenden Gruppen 
ist 801. ; 
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Fiir die volle hexagonale Gruppe ©,, verweisen wir auf Abb. 4 und 
das dort Bemerkte. In diesem Paragraphen méchte ich vor allen 


Dingen die merkwiirdigen Seilfiguren aus der Nekropole von Theben 
besprechen. Die Bilder stammen aus der prachtigen Publikation von 
Prisse d’Avennes, Atlas de Vhistoire de l’art Egyptien, Paris 1878. 

Abb. 34 besitzt die Gruppe 3a (€). Die Spiralen sind finfzahlig 
und stellen offenbar das Resultat von Versuchen dar, die Zahl 5 in 
Flachenornamenten anzubringen. 


1 Weber, L.: Z. Kristallogr. Bd. 70 (1929), S. 309 — Alexander u. Herrmann: 
Z. Kristallogr. Bd. 70 (1929), S. 328. 
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Abb. 35 gehdrt zu 4d (oa Das Translationsgitter erkennt man 
am besten an den ‘Rosetten. Die gemischte horizontale Schar von 
Spiegel- und Gleitspiegelachsen wird an den Lilien besonders deutlich. 


Aber auch die vertikale Schar ist gemischt. Die Gleitspiegelachsen | 
gehen zwischen den Lilien durch. 

Abb. 36 besitzt die Gruppe 4c (ox). Die Flachenornamente mit 
dieser Gruppe lassen sich (vgl. Abb. 24) durch Aneinanderreihung von 


Abb. 37. 


Borten erzeugen. Dies ist der Reiz unserer Figur. La8t man in Ge- 
danken die Seile weg, so bleibt eine Figur iibrig, welche genau die- 
selbe Symmetriegruppe aufweist wie die ganze Figur. Sie entsteht aus 
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einer horizontalen Borte vom Typus 7 des § 28 durch vertikale Trans- 
lation. Umgekehrt, betrachtet man nur die Seilornamente, so besitzen 
auch sie genau die Gruppe 4c und das ganze Ornament entsteht 
aus einer Borte vom Typus 4 (§ 28) durch fortgesetzte Spiegelung. 
Abb. 37 besitzt die 
Gruppe 5 (€,). Das Bild eS 
stammt aus dem Grab ty 
des Senmut in der Nekro- 
pole von Theben (Abd-el- 
Qurna 70) und wurde 1928 
bei unserer systematischen -\ . 
Aufnahme der geometri- R/O) pial, f 
schen Ornamente von 


Wolfgang Graeser gemacht. : fom ms 
Abb. 38 gehért zu 6a PAVE USS 
(Gi,). | 

Abb. 39 ist wohl das Abb. 38. 
merkwiirdigste Muster die- 
ser Art. Es gehért zu der Gruppe 6b (eh), deren Auffindung gewiB 
eine mathematische Leistung ersten Ranges bedeutet. 

Bei allen diesen Figuren fehlen die Farben, welche in den Originalen, aber 
auch noch in den Figuren bei Prisse d’ Avennes einen groBen Reiz ausiiben. 

Auch fiir die samt- 
lichen iwbrigen Gruppen 
lassen sich Beispiele etwa 
in Owen Jones auffinden. 

Die Kunst der Orna- 
mente ist von den Arabern 
weiter ausgebildet worden. 
Ich gebe als Beispiel aus 
Prisse d’Avennes, Jl art 
Arabe, die Abb. 40. Es 
ist ein Rankenornament 
mit einer Hexagyre und 
sechs Scharen von Klapp- 
achsen in der Ebene des 
Ornamentes. Die Elemen- aera 
tarfigur, durch deren Be- 
wegung alles entsteht, ist eine Kleeblattschleife, aber man bemerkt 
dies erst nach genauerem Zusehen. Die auffallenden Figuren sind Sterne 
und Rechtecke, und man kann diese Verwandlung der Figuren geradezu 
als das Charakteristikum dieser Kunst ansehen. In Owen Jones findet 
man viele solche Beispiele aus der Alhambra. Unser Ornament stammt 
von einer Moschee in Kairo aus dem 14. Jahrhundert und findet sich 
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auch in der Moschee Ibn Tultin in Kairo, sowie im Baptisterium von 
Pisa. 
Ein zweites Beispiel aus M. de Vogiié, Syrie centrale, ist die wunder- 
volle Abb. 41. Wir haben hier Tetragyren, ferner vier Scharen von 
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Spiegelachsen, ferner noch acht weitere Symmetrien, welche mit Spiege- 
lungen an der Ebene verbunden sind: 

Gleitspiegelung an der Ebene, welche die beiden Scharen von liegenden 
Kreuzen vertauscht. 

Drehspiegelungen um die Mittelpunkte der Rosetten mit Winkeln 
von + 90°. 

Horizontale und vertikale Schraubenachsen, welche zwischen den 
Rosetten verlaufen. 

Zwei Scharen von reinen Klappachsen, welche um 45° gegen die 
vorigen gedreht sind und durch die Mittelpunkte der Rosetten gehen. 
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Drehspiegelungen von 180° (raumliches Symmetriezentrum) um die 
Mittelpunkte der Arme der Kreuze. 

Auch hier wird man die Elementarfigur nicht sogleich gewahr. Der 
Kiinstler hat dafiir die einfache Form des Kreuzes gewahlt, denn nur 
so kann die 16fache Symmetrie zur vollen Wirkung kommen. Ahnlich 
hat Bach seiner Kunst der Fuge eine einfache und symmetrische Tonfolge 
zugrunde gelegt. 

Auch in der heutigen Zeit scheint im Orient noch eine kiinstleri- 
sche Tradition zu existieren, welche auf die Ornamentik zuriickgeht. 


Abb. 41, 


So wird in Bagdad das Fiinfeck haufig angewendet. Da es nicht orga- 
nisch in einem Gitter angebracht werden kann, so entstehen eigen- 
tiimliche unsymmetrische Figuren, welche in der technischen Sprache 
der dortigen Dekorateure besondere Namen haben. Man findet Figuren 
und Erlauterungen in O. Reuther, Das Wohnhaus in Bagdad, S. 79, 
Berlin 1910. 


§ 31. Die Bewegungsgruppen der Ebene mit endlichem 
Fundamentalbereich. 


Wir betrachten unendlich viele Bewegungen der Ebene in sich 
selber, also Drehungen und Translationen, welche eine Gruppe bilden. 
Denken wir auf einen Punkt der Ebene die Gesamtheit der Bewegungen 
ausgefiihrt und jeweils die Stelle, wohin der Punkt kommt, markiert, 
so erhalten wir ein Punktsystem, die Gesamtheit der mit dem Aus- 
gangspunkt dguivalenten Punkte. Nun setzen wir voraus: 

1. Es gibt einen Kreis K in der Ebene, der zu jedem Punkt der 
Ebene einen Aquivalenten in seinem Innern enthalt. 

2. Es gibt einen Kreis K’ innerhalb von K, der keine zwei aqui- 
valenten Punkte in seinem Innern enthalt. 
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Von solchen Gruppen sagen wir, sie besitzen einen endlichen 
Fundamentalbereich, und wir werden zeigen, daB sie mit den in § 29 
betrachteten Gruppen der Ornamente identisch sind. Hierzu brauchen 
wir nur zu zeigen, daB sie stets ein zweifaches System von Trans- 
lationen enthalten. 

Wir betrachten eine beliebige Drehung D der Gruppe, ihr Fixpunkt 
sei A, ihre Amplitude sei ~. Nach Voraussetzung 1 gibt es eine Be- 
wegung der Gruppe, etwa H, welche A in einen Punkt B innerhalb 
von A iiberfiihrt. Bilden wir nun die Bewegung H1DH =D’. Sie 
laBt B ungeandert und stellt eine Drehung mit B als Fixpunkt und 
mit derselben Amplitude « dar wie D. Setzen wir a=2zar. Die Po- 
tenzen dieser Drehung besitzen Vielfache von « als Amplitude, mit 
y kommen daher auch alle Vielfachen vor und dabei diirfen wir be- 
liebige ganze Zahlen subtrahieren, so daB die Amplitude immer zwischen’ 
O und 22 liegt. Ist 7 eine irrationale Zahl, so kénnen wir auf diese 
Weise beliebig kleine Amplituden erhalten, wie in der elementaren 
Zahlentheorie gezeigt wird. Bedenken wir nun, daB der Fixpunkt im 
Innern von K liegt und K einen endlichen Radius besitzt, so folgt, 
daB in beliebiger Nahe eines jeden Punktes von K ein Aquivalenter 
liegt. Dies ist aber wegen der 2. Voraussetzung nicht modglich. Da- 
her ist 7 eine rationale Zahl, etwa —m/n, in gekiirzter Gestalt ge- 
schrieben. Nun folgt aus Satz 6, daB auch die Drehung mit 7 = 1/n 
unter den Potenzen von D’ vorkommt. Diese Drehung muB K’ in 
einen Kreis iiberfiihren, der K’ nicht tiberschneidet, und daraus folgt, | 
daB der Nenner m eine endliche Schranke nicht tiberschreiten darf. 
Damit ist bewiesen, da8 nur endlich viele Amplituden fiir die Diehungen 
in Betracht kommen. Da wir aber unendlich viele Bewegungen in der 
Gruppe haben, muB es mindestens zwei Drehungen mit derselben 
Amplitude geben, etwa D und F. Bilden wir nun D-!F = T, so er- 
halten wir eine Translation. T erzeugt eine Untergruppe von unend- 
licher Ordnung. Wir beweisen, daB ihr Index auch unendlich ist. 

Uben wir auf K die Gesamtheit aller Bewegungen der Gruppe 
aus, so miissen wir eine Schar von Kreisen erhalten, welche die ganze 
Ebene mindestens einfach tiberdeckt. Dies folgt aus der Voraus- 
setzung 1. Beginnen wir mit der durch T erzeugten Translationsgruppe 
{T}=%. Durch sie geht K in einen Streifen von Kreisen iiber, deren 
Mittelpunkte auf einer Geraden liegen und in konstanten Abstanden 
aufeinander folgen. MHierdurch ist also die ganze Bewegungsgruppe 
sicher nicht erschépft. Nehmen wir eine Operation D auBerhalb von 
& und bilden die Nebengruppe DY. Durch D geht K in eine neue 
Lage iiber und D& gibt einen neuen Streifen, der zum vorigen parallel 
ist. Man sieht, eine endliche Anzahl von Nebengruppen reicht zur 
Uberdeckung der ganzen Ebene nicht aus. Infolgedessen gibt es Dre- 
hungen mit derselben Amplitude, welche nicht in derselben Neben- 
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gruppe von & liegen, etwa D und D’. Bilden wir D’D-}, so erhalten 
wir eine Translation, welche nicht in & liegt. Damit ist der Satz be- 
wiesen. 


Wir wollen nun zu den Bewegungen noch die Spiegelungen und 
Gleitspiegelungen als Operationen zweiter Art hinzunehmen und _ be- 
liebige Symmetriegruppen der Ebene mit endlichem Fundamental- 
bereich betrachten. Ich behaupte, daB auch diese stets zwei unab- 
hangige Translationen enthalten und daher zu den Gruppen des vorigen 
Paragraphen gehoren. Fiihrt man zwei Operationen zweiter Art hinter- 
einander aus, so erhalt man eine Bewegung. Daraus folgt, daB in einer 
Gruppe mit Operationen zweiter Art die Bewegungen eine Untergruppe 
vom Index 2 bilden. Wir setzen 


G=H+A4H, 


wo ® die ganze Gruppe, § die darin enthaltene Untergruppe der Be- 
-wegungen und A irgendeine in & enthaltene Operation zweiter Art 
darstellen. 


Uben wir auf den Kreis K alle Operationen von ®& aus, so muB 
jeder Punkt der Ebene erreicht werden, nach der Voraussetzung 2. 
Zunachst tiben wir auf K die Operation A aus und erhalten einen 
neuen Kreis L. Wir finden nun alle Kreise, in die K unter © tibergeht, 
indem wir auf K der Reihe nach die Operationen von § und von AH 
ausiiben. Die letzteren kénnen wir dadurch ersetzen, daB wir auf L 
die Operationen von § ausiiben. Indem wir also auf die beiden Kreise 
K und L alle Bewegungen § ausiiben, wird die ganze Ebene tiberdeckt. 
Nun konstruieren wir einen Kreis, der K und L in seinem Innern ent- 
halt. Er enthalt auch K’, und wenn man auf ihn alle Operationen von 
§- ausiibt, so wird die ganze Ebene iiberdeckt, d.h. bereits die Unter- 
gruppe der Bewegungen besitzt einen endlichen Fundamentalbereich 
und daher zwei unabhangige Translationen. Hiermit ist der Satz be- 
wiesen: 


Satz 89. Wenn eine Symmetriegruppe der Ebene einen endlichen 
Fundamentalbereich besitzt, so enthdlt sie eine zwetparametrige Schar von 
Translationen und ist daher eine der 17 Symmetriegruppen des § 29. 

Unter einem Fundamentulbereich einer Symmetriegruppe ver- 
steht man einen Bereich der Ebene, welcher keine zwei dquivalenten 
Punkte enthalt, aber zu jedem Punkt der Ebene einen Aquivalenten 
enthalt. Fir die Translationsgruppe bildet offenbar das Fundamental- 
parallelogramm einen solchen. Fiir die beliebige Gruppe erhalt man 
den Fundamentalbereich durch Unterteilung des Fundamentalparallelo- 
grammes der darin enthaltenen Translationsgruppe. Das ist in jedem 
der 17 Falle nicht schwer auszufiihren und es ist nicht notig, hierauf 
naher einzugehen. 


Speiser, Gruppentheorie. 3. Aufl. u 
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7. Kapitel. 
Die Krystallklassen. 
§ 32. Die Raumgitter. 


Raumgitter werden erzeugt durch drei Vektoren p,, p, und p;, deren 
Richtungen nicht derselben Ebene angehéren, indem man sie von 
einem beliebigen Punkt aus positiv und negativ beliebig abtragt. Eine 
Ebene, die drei nicht in einer Geraden liegende Gitterpunkte enthalt, 
heiBt eine Gitterebene. Die in ihr liegenden Gitterpunkte des Gitters - 
bilden ein ebenes Gitter. 

Wahlt man die drei Vektoren },, ),, », als Einheitsstrecken von 
drei Koordinatenachsen mit’ dem Ursprung in O, so bilden die Gitter- 
‘punkte die Gesamtheit der Punkte mit ganzzahligen Koordinaten. Die 
Gleichung einer Ebene durch O lautet in diesen Koordinaten x, y, z 
geschrieben folgendermaBen: 

lLx+my+nz=0. 

Damit sie eine Gitterebene darstellt, muB sie zwei unabhangige ganz- 
zahlige Losungssysteme besitzen, und daraus folgt in bekannter Weise, 
daB die Koeffizienten J, m, m in rationalem Verhaltnis stehen. Man 
kann sie als ganze Zahlen, deren gréBter gemeinsamer Teiler 1 ist, 
annehmen, denn man darf die Gleichung mit einer beliebigen Zahl 
multiplizieren. Durch diese Festsetzung sind die drei Zahlen 1, m, n 
bestimmt bis auf einen gemeinsamen Faktor —1. Man nennt sie die 
Indices der Gitterebene. Umgekehrt, sind irgendwelche ganze Zahlen 
mit dem groéBten gemeinsamen Teiler 1 gegeben, so stellt die mit ihnen 
gebildete Ebenengleichung eine Gitterebene dar, denn sie besitzt die 
beiden linear unabhangigen Lésungen 


(m,—1,0) und = (n,0,—/). 


Jede andere Gitterebene ist parallel mit einer solchen durch O, 
denn jeder Gitterpunkt ist vom Gesamtgitter in gleicher Weise um- 
geben. Man kann daher von vornherein annehmen, da8 ihre Gleichung 
die Gestalt hat 

lxtmy+uz=d, 


wo die J, m, n ganze Zahlen mit dem groBten gemeinsamen Teiler 1 
sind. Da diese Gleichung ganzzahlige Losungssysteme besitzt, so muB 
d eine ganze rationale Zahl sein. Umgekehrt, gibt man d irgendeinen 
ganzen Zahlwert, so enthalt die Ebene nach elementaren Satzen der 
Zahlentheorie (vgl. die Bemerkung nach Satz 6) einen Gitterpunkt und 
ist daher eine Gitterebene. Man erhalt auf diese Weise alle mit der 
Ausgangsebene parallelen Gitterebenen. 

Kennt man eine Gitterebene, so la8t sich das ganze Raumgitter 
durch Translation derselben erzeugen. Jede parallele Ebene durch 
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einen Gitterpunkt ist wiederum Gitterebene und das darin enthaltene 
Gitter ist kongruent mit dem urspriinglichen. Wir betrachten die 
parallele Ebene durch O; ihre Gitterpunkte seien gegeben durch 
%, Q, + %,q2. Ferner sei P ein Gitterpunkt auf einer der beiden nachsten 
parallelen Gitterebenen, und q, bedeute den Vektor OP. Alsdann be- 
kommt man das ganze nachste Parallelgitter in der Gestalt x, q, + 
%242+ 43. Das darauffolgende parallele Gitter wird durch x, q, + 
%_ G2 + 2q3 gegeben sein; denn gabe es zwischen diesen beiden Ebenen 
noch einen weiteren Gitterpunkt, so hatten wir schon zu Beginn nicht 
die nachste parallele Gitterebene gewahlt. 

Jedes Raumgitter besitzt O als Symmetriezentrum, d.h. tragt man 
einen Gittervektor von O aus in umgekehrter Richtung ab, so gelangt 
man wieder in einen Gitterpunkt. Diese Operation der Spiegelung 
am Anfangspunkt ist im dreidimensionalen Raum keine Bewegung, 
sie kann erzeugt werden durch eine Drehung von 180° um eine be- 
liebige durch O gehende Gerade und eine nachfolgende Spiegelung 
an der dazu senkrechten Ebene durch O. Nun sind alle Symmetrien 
von Gittern, die wir aufsuchen wollen, Bewegungen, oder Bewegungen 
verbunden mit Spiegelungen, und wir kénnen uns daher beschranken 
auf die verschiedenen Bewegungsgruppen, da die Operationen zweiter 
Art durch Spiegelung am Symmetriezentrum von selbst mitfolgen. 

Bekanntlich sind alle Bewegungen des Raumes, bei denen O fest- 
bleibt, Drehungen um eine Achse durch O. Wir beweisen nun den 

Satz 90.: Die Ebene durch O senkrecht zu einer Drehachse ist eine 
Gitterebene. 

Beweis. Wenn die Drehung von der Ordnung = 3 ist, so nehme 
man irgendeinen Gitterpunkt auBerhalb der Drehachse und tibe die 
Drehungen aus. Alsdann erhalt man mindestens 3 Gitterpunkte, die 
nicht in einer Geraden, dagegen in einer Ebene senkrecht zur Achse 
liegen. Weil O ein Gitterpunkt ist und alle Gitterpunkte vom Gitter 
gleich umgeben sind, so ist auch die Ebene durch OQ, die zur vorigen 
parallel und daher zur Achse senkrecht ist, eine Gitterebene. Aber 
auch fiir eine Achse von der Ordnung 2 gilt der Satz. Es sei P ein 
beliebiger Gitterpunkt auBerhalb der Achse und P, der Punkt, in den 
er durch die Drehung um 180° iibergeht. Heftet man den Vektor P,O 
an im Punkte P, so gelangt man in einen Gitterpunkt, der in der zur 
Achse senkrechten Ebene durch O liegt. 

Durch diesen Satz ist es leicht, die Gitter mit besonderen Sym- 
metrien zu konstruieren. Eine Drehachse durch O muB das ganze 
zu ihr senkrechte ebene Gitter in sich transformieren. Ihre Ordnung 
kann daher nur 2, 3, 4, 6 sein. Wir nennen solche Achsen Zweier- 
achsen, Dreierachsen usw.; in der Bezeichnung der Krystallographie 
heiBen sie Digyren, Trigyren, Tetragyren und Hexagyren. Eine 
solche Achse darf alle zu ihr senkrechten Ebenen nur in solchen Punkten 
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durchstechen, welche die betreffende Drehung des ebenen Gitters 
zulassen. ‘ 

Ein Gitter ohne besondere Symmetrien heiBt triklin. Seine Gruppe 
besteht aus einem Symmetriezentrum und der Identitat. 

Ein Gitter mit einer Zweierachse heiBt monoklin. Das zur Achse 
senkrechte ebene Gitter ist beliebig und die Achse kann in einen Gitter- 
punkt oder in den Mittelpunkt der Verbindungsstrecke zweier Gitter- 
punkte einstechen. Danach erhalten wir zwet Typen monokliner Gutter. 
Man kann das ebene Gitter in der Richtung der Zweierachse parallel 
zu sich verschieben und in 4quidistanten Punkten fixieren. Alsdann 
erhalt man ein Gitter mit aufrechten Fundamentalparallelepipeden. 
Oder die Zweierachse trifft die Gitterebene abwechselnd in Gitter- 
punkten und in den oben erwdhnten Mittelpunkten. Man erhalt ein 
Gitter, das man sich aufgebaut denken kann aus aufrechten Parallele- 
pipeden, die in ihrem Mittelpunkt einen weiteren Gitterpunkt enthalten. 

Ein Gitter mit einer Viererachse heiBt tetragonal. Die zur Achse 
senkrechte Ebene tragt ein quadratisches Gitter und kann daher von 
der Achse nur in Gitterpunkten oder in den Mittelpunkten der Quadrate 
durchstochen werden. Man erhalt auch hier zwei Gutter, bestehend 
aus aufrechten Parallelepipeden mit quadratischem Querschnitt, die 
zentriert sind oder nicht. 

Ein Gitter mit einer Sechserachse heiBt hewagonal. Das zur Achse 
senkrechte Gitter ist hexagonal und kann von der Achse nur in einem 
Gitterpunkt durchstoBen werden. Es gibt daher nur einen Typus hexa- 
gonaler Gitter. 

Eine Sechserachse ist gleichzeitig Dreierachse und das eben erwahnte 
Gitter gehort daher auch zu einer solchen. Daneben gibt es aber ein 
weiteres Gitter, das eine Dreierachse besitzt, das rhomboedrische. Die 
zur Achse senkrechte Gitterebene mu ein hexagonales Gitter tragen, 
aber die Achse darf auBer durch Gitterpunkte noch durch die Mittel- 
punkte der gleichseitigen Dreiecke gehen, aus denen das Gitter auf- 
gebaut werden kann. Die Achse trifft nur jede dritte Gitterebene in 
einem Gitterpunkt, die beiden jeweils dazwischenliegenden Ebenen 
werden in Mittelpunkten von Dreiecken getroffen, die um 60° gegen- 
einander gedreht erscheinen. 

Das rhombische Raumgitter besitzt drei aufeinander senkrechte 
Zweierachsen, die wir als Koordinatenachsen wahlen. Jede Gitterebene 
durch eine dieser Achsen besitzt sie als Symmetriegerade und kann 
daher nur ein rechtwinkliges oder rhombisches Gitter tragen. Wenn 
die Koordinatenebenen rechteckige Gitter enthalten, so erhalten wir 
zwei Gitter: ein aus rechtwinkligen Quadern aufgebautes, die im Innern 
zentriert sind oder nicht. Im andern Fall nehmen wir an, daB die 
horizontale Basisebene rhombisch ist, und wir erhalten wiederum zwez 
Gitter, die man am besten von Quadern ausgehend beschreibt: Es 
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wird das eine Gitter aus basiszentrierten, das andere aus allseitig flachen- 
zentrierten Quadern aufgebaut. 

Das kubische Gitter ist ein Spezialfall des vorigen und hat die Sym- 
metrie des Wiirfels. Da hier die Koordinatenebenen gleichwertig sind, 
so gibt es nur drei Gitter, die sich aus einfachen oder innenzentrierten 
oder allseitig flachenzentrierten Wiirfeln aufbauen. 

Eine nahere Betrachtung der Gitter zeigt, daB eine Dreier-, Vierer- 
und Sechserachse 3, 4 bzw. 6 zu ihr senkrechte Zweierachsen bedingt. 
Dieser Satz laBt sich umkehren: Zwei Zweierachsen durch O, welche 
den Winkel « unter sich bilden, bedingen eine dazu senkrechte Achse, 
deren Drehwinkel 2« betragt. Fiihrt man namlich die Drehung von 180° 
um die beiden Achsen hintereinander aus, so ist das Resultat gleich- 
bedeutend mit der angegebenen Drehung um die senkrechte Achse. 

Wir zeigen nun, da8-nur die 14 Gitter vorkommen. Wenn nur 
Zweierachsen auftreten, so miissen sie einen Winkel von 90° mit ein- 
ander bilden, und es ist nur der monokline und der rhombische Fall 
moglich. Wenn eine Dreierachse vorhanden ist und nicht der rhom- 
boedrische Fall vorliegt, so muB es eine Zweierachse geben, die nicht 
senkrecht zu ihr steht. Durch die Drehungen von der Ordnung 3 geht 
diese in 2 neue Lagen iiber, an denen sich gleiche Achsen befinden 
miissen. Diese bilden unter sich Winkel, die kleiner als 120° sind. Sind 
sie 90°, so haben wir eine Konfiguration, die im kubischen Fall vorliegt, 
namlich die rechtwinkligen Koordinatenachsen und die Dreierachse, 
welche sie gleichwertig macht und zyklisch vertauscht. Ist der Winkel 60°, 
so haben wi wieder eine Konfiguration der Oktaedergruppe, namlich 
die Achsen durch die Mitten einer Seitenflache des Oktaeders und der 
sie begrenzenden Kanten. In den Fallen von 45° und 30° werden wir 
auf Vierer- und Sechserachsen gefiihrt. 

Bei einer Viererachse kommen wir auf Zweierachsen, die einen 
Winkel von weniger als 90° bilden. Ist er 60°, so haben wir eine Konfi- 
guration des Oktaeders, ist er 45°, so ist der Winkel, den eine dieser 
Zweierachsen mit der Viererachse bildet, die ja auch eine Zweierachse 
ist, kleiner als 45° und wir kommen zu Sechserachsen. 

Bei einer Sechserachse kommen nur die Winkel 45° und 30° in Be- 
tracht. 45° ist ausgeschlossen; denn wenn wir nur die geraden Dre- 
hungen der Sechserachse nehmen, so kommen wir auf eine Dreierachse 
mit einem Winkel, der gréBer ist als 45°, d.h. auf den kubischen Fall. 
Aber auch 30° ist ausgeschlossen, denn bezeichnen wir die Zweierachsen 
in der Reihenfolge, wie sie durch die Drehung entstehen, mit 1 bis 6, 
so muBten folgendes die Winkel zwischen ihnen sein: 


x (1,2) = 30°, . X (1,3) = 45°, x (1,4) = 60°, X(1,5) = 48°, 
25i(1,:6Ni== 30° 


und dies ist offenbar nicht mdglich. 
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Die 7 Achsenkonfigurationen, die wir gefunden haben, bilden die 
7 Krystallsysteme. Unter ihren Gruppen kommen zwei umfassendste 
vor, die hexagonale und kubische. Nun miissen wir die Untergruppen 
aufsuchen (vgl. auch § 35). 


§ 338. Die Krystallklassen. 


In der klassischen Krystallographie sieht man den Krystall als ein 
Medium an, dessen physikalische Eigenschaften sich bei gewissen 
Drehungen und Spiegelungen, die im vorigen Paragraphen an den 
Gittern aufgewiesen worden sind, nicht andern. Der modernen For- 
schung ist es gelungen, durch den Nachweis der gitterartigen Krystall- 
struktur die Beschrankung auf die angegebenen Symmetrien aufzu- 
klaren, wahrend man friiher ein besonderes Gesetz, das Gesetz der 
rationalen Indices, aufstellen muBte. Jede Symmetriegruppe, welche 
sich aus den angegebenen Symmetrien zusammensetzen laBt, definiert 
eine bestimmte Krystaliklasse, bestehend aus den Krystallen, deren 
empirisch nachgewiesene Symmetrien sich gerade mit dieser Gruppe 
decken. Und umgekehrt gehort jeder Krystall zu einer solchen Gruppe; 
denn seine Symmetrien bilden eine Gruppe, weil nach Voraussetzung 
der Krystall nach der Ausfiihrung einer Symmetrieoperation seine 
Eigenschaften beibehalt und daher eine beliebige weitere der Symmetrie- 
operationen zulaBt. 


Jede Krystallklasse gehért daher zu einer bestimmten Untergruppe 
der vollen Gruppen, welche zu den 7 Krystallsystemen des vorigen 
Paragraphen gehdren, und unsere Aufgabe ist es jetzt, die samtlichen 
so erhaltlichen Gruppen aufzuzahlen. Hierbei werden wir wesentlich 
unterstiitzt durch die auftretenden Normalteiler und ihre Faktorgruppen. 
Die volle Gruppe ist jeweils das direkte Produkt der zugehérigen Be- 
wegungsgruppe und einer Gruppe von der Ordnung 2, deren Elemente 
die Identitat und das Symmetriezentrum sind. Diese Gruppen heiBen die 
Holoedrie des betreffenden Systems. Normalteiler vom Index 2, z. B. 
die Bewegungsgruppen, heiBen im allgemeinen Hemiedrien, solche 
vom Index 4 Tetartoedrien. 


1. Triklines System. Die Hemiedrie besteht aus der Identitat allein, 
die Holoedrie enthalt auBerdem noch das Symmetriezentrum. 


2. Monoklines System. Die Holoedrie besteht aus E, einer Zweier- 
achse, dem Symmetriezentrum und einer zur Achse senkrechten Sym- 
metrieebene und bildet eine Abelsche Gruppe vom Typus (2, 2). Jedes 
der drei zuletztgenannten Elemente bestimmt mit E zusammen eine 
Untergruppe vom Index 2, aber die mittlere gehért ins trikline System, 
daher bleiben zwei noch tibrig: E + Symmetrieebene bildet die He- 
miedrie, E + Zweierachse die Hemimorphe. 
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3. Rhombisches System. Die Holoedrie ist Abelsch von der Ord- 
nung 8 und vom Typus (2, 2, 2). Sie besitzt 7 Gruppen von der Ord- 
nung 2, die jeweils aus E und einer der 3 Zweierachsen oder der 3 Sym- 
metrieebenen oder schlieBlich dem Symmetriezentrum bestehen. Alle 
diese gehdren bereits zu einem der friiheren Systeme. Ferner gibt es 
7 Untergruppen von der Ordnung 4. Von diesen bilden 3 die mono- 
kline Holoedrie, bezogen auf je eine der drei Achsen; diese fallen weg. 
AuBer diesen gibt es drei Untergruppen, die aus FE, einer Zweierachse 
und zwei durch sie hindurchgehenden Symmetrieebenen bestehen. 
Diese bilden die rhombische Hemimorpie. SchlieBlich bleibt die Dre- 
hungsgruppe, welche E und 3 Zweierachsen enthalt und rhombische 
Hemiedrie heiBt. 

4. Rhomboedrisches System. Die Bewegungsgruppe ist die Dieder- 
gruppe von der Ordnung 6. Die Holoedrie besitzt die Ordnung 12. 
Sie enthalt einen Normalteiler vom Index 4, die Tetartoedrie, deren 
Faktorgruppe Abelsch und vom Typus (2, 2) ist. Es gibt also noch 
drei Hemiedrien: die Paramorphie, welche auBer der Dreierachse noch 
das Symmetriezentrum und damit noch zwei Drehspiegelachsen ent- 
halt, die Hemimorphie, welche auBer der Achse noch Symmetrieebenen 
durch dieselbe besitzt, und schlieBlich die Enantiomorpme, welche die 
samtlichen 6 Drehungen enthalt. 

5. Hexagonales System. Hier bildet die Sechserachse die Tetartoedrie 
und ist Normalteiler der Holoedrie vom Index 4: Genau wie im vor- 
herigen Fall treten drei Hemiedrien auf, sie werden gleich bezeichnet 
wie vorher. Freilich treten hier noch weitere Untergruppen auf, die 
nachher untersucht werden sollen. 

6. Tetragonales System. Wie das vorige. 

7. Kubisches System. Hier bildet die Tetraedergruppe die Tetarto- 
edrie. Sie ist genau wie die drei vorigen in der Holoedrie enthalten. 
Die Enantiomorphie (reine Drehungsgruppe) ist hier offenbar die Oktaeder- 
gruppe. 

Wahrend wir in 1 bis 4 sAmtliche Untergruppen kennen, miissen wir 
noch die tibrigen Gruppen untersuchen. Wir beginnen mit dem hexa- 
gonalen System. Die Gruppe hat die Ordnung 24, ihre Sylowgruppe von 
der Ordnung 8 bildet das rhombische System, da die Sechserachse zu- 
gleich Zweierachse ist, sie liefert also keine neue Krystaliklasse. Jede 
andere Untergruppe enthalt die Untergruppe von der Ordnung 3, und 
diese ist stets Normalteiler, denn es gibt nur eine Dreierachse. Der 
Index dieses Normalteilers unter der Holoedrie ist 8, die Faktorgruppe 
ist Abelsch und vom Typus (2, 2, 2). Es gibt also 7 Untergruppen 
von der Ordnung 6 und ebensoviel von der Ordnung 12. Von der Ord- 
nung 6 ist die Sechserachse, ferner die drei Hemiedrien des rhombo- 
edrischen Systems. Von den letzteren zahlen aber die Hemimorphie 
und die Enantiomorphie doppelt, da wir aus den 6 Zweierachsen des 
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hexagonalen Systems auf zwei Arten drei auswahlen kénnen, um die 
Enantiomorphie zu erhalten. Ebenso kénnen wir aus den 6 Symmetrie- 
ebenen durch die Sechserachse auf zwei Arten drei auswadhlen, welche 
die Hemimorphie ergeben. Die beiden Konfigurationen ergeben sich 
jeweils auseinander durch Drehung von 30° um die Dreierachse. Es 
bleibt also noch eine Untergruppe iibrig und diese besteht aus der Dreier- 
achse und einer horizontalen Symmetrieebene, die also zur Achse senk- 
recht steht. Diese Klasse heiBt die trigonale Paramorphie. Sie gehért 
nicht zum rhomboedrischen Gitter, denn dieses besitzt keine horizontale 
Symmetrieebene, sondern nur zum hexagonalen, trotzdem wird sie 
meist dem rhomboedrischen System zugezahlt. Unter den Untergruppen 
von der Ordnung 12 kommen 5 bereits unter den friiher aufgezahlten 
vor, und es bleiben zwei iibrig, die aber nur als eine zahlen. Es ist dies 
die Dreierachse mit drei dazu senkrechten Zweierachsen, also die rhombo- 
edrische Enantiomorphie, der ferner noch eine horizontale Symmetrie- 
ebene hinzugefiigt ist. Diese Klasse heiBt die trigonale Holoedrie. 


Ahnlich liegen die Verhaltnisse im tetragonalen System. Nimmt 
man hier zu der Viererachse das Symmetriezentrum, so erhalt man 
eine Abelsche Gruppe vom Typus (4, 2). Diese besitzt auBer der Achse 
noch eine Operation von der Ordnung 4, namlich die Drehspiegelachse. 
Die zugehorige Klasse heiBt ¢etragonale Tetartoedrie II. Art. Auch 
diese Gruppe ist Normalteiler der Holoedrie und in drei Normalteilern 
von der Ordnung 8 enthalten, von denen wir erst einen haben, namlich 
die tetragonale Paramorphie. Die beiden anderen sind gleich beschaffen. 
und entstehen durch Hinzufiigen zweier Zweierachsen und zweier Sym- 
metrieebenen durch die Drehspiegelachse, welche die Winkel zwischen 
den Zweierachsen halbieren. Diese Klasse heiBt die tetragonale Hemiedrie 
II. Art. 


Das kubische System liefert keine weiteren Klassen mehr. Die 
Sylowgruppen von der Ordnung 16 sind tetragonale Holoedrien, die 
Untergruppen mit Dreierachsen gehdéren in das kubische oder das 
rhomboedrische System. 


Es ist bemerkenswert, daB bereits so einfache Gruppen, wie die 
drei zuletzt behandelten, eine groBe Mannigfaltigkeit von Untergruppen 
und eine duBerst komplizierte Struktur aufweisen. Sie sind darum 
besonders lehrreich, und gerade ein Vergleich des hexagonalen Falles 
mit dem tetragonalen wird die tiefere Erkenntnis des Baues von Gruppen 
auf das nachhaltigste fordern. 


Auf die allgemeinen Raumgruppen mit endlichem Fundamental- 
bereich werden wir in § 72 kurz eingehen. Der Beweis, daB8 es nur endlich 
viele gibt, ist viel schwieriger, als im Fall der Ebene. Man findet einen 
solchen in de Séguier, Groupes abstraits, S. 150. Paris Gauthier-Villars 
1904. 
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§ 34. Zerlegung der Permutationen in Zyklen!. 


Die Aufgabe dieses Kapitels bildet ein eingehenderes Studium der 
durch Permutationen dargestellten Gruppen. Sie sind besonders wichtig, 
weil durch sie gewisse, fiir alle Anwendungen fundamentale Gruppen 
in einfachster Weise behandelt werden kénnen. Aber ihre Bedeutung 
reicht noch viel weiter, denn wie bereits in §5 gezeigt worden ist, be- 
sitzt jede Gruppe’ eine Darstellung durch Permutationen, und wir werden 
spater sehen, daB sich jede Eigenschaft der Permutationsgruppen so 
aussprechen 1a8t, daB sie als Eigenschaft einer abstrakten Gruppe 
erscheint. 


Wir behandeln zum Anfang eine neue Darstellung der Permuta- 
tionen und beginnen mit einem Beispiel. In der Permutation 
123465 
ie 513 ‘) 
wird 1] ersetzt durch 2, 2 durch 5, 5 durch 4, 4 durch 3 und 3 durch 1. 
Dies kann durch folgendes Symbol bezeichnet werden (1, 2, 5, 4, 3), 
in dem wir darunter eine zyklische Vertauschung oder einen Zyklus 
der fiinf Variablen in der Klammer verstehen dergestalt, daB jede Zahl 
durch die folgende, die letzte aber durch die erste ersetzt wird. Offen- 
bar bewirkt die angegebene Permutation dieselbe Vertauschung wie das 
obige Klammersymbol, aber das letztere ist viel tibersichtlicher als 
die bisher angewandte Bezeichnung. ¥ 
So sind auch die Potenzen der Permutation leicht aus dem Klammer- 
symbol abzulesen. Um z. B. das Quadrat zu bilden, hat man jeweils. 
um 2 Stellen nach rechts zu gehen und allgemein fiir die n-te Potenz 


in zyklischer Weise um Stellen nach rechts. Man sieht sofort, daB 
die fiinfte Potenz unserer Permutation die identische ergibt. 


Als ein weiteres Beispiel betrachten wir die Permutation 
| 12345 
56412 3/]° 
Hier geht 1 iiber in 5, 5 in 3 und 8 in 1, so daB hiermit bereits ein Zyklus 
geschlossen ist. 2 geht tiber in 4 und 4 in 2. In unserem Fall ist also 
die Permutation das Produkt der zwei Zyklen (1, 5, 3) (2, 4), von 3 
bzw. 2 Variablen. Die Ordnung dieser Permutation mu8 sowohl durch 
3 als durch 2 teilbar sein und ist, wie man sich leicht iiberzeugt, gleich 6. 


Man sieht nun sofort, da8B sich jede Permutation in der angegebenen 
Weise in ein Produkt von Zyklen zerlegen laBt, wobei jede Variable 


1 Zur Geschichte der Permutationsgruppen vgl. § 71. 
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nur einmal vorkommt. Bleibt eine Variable ungedndert bei der Per- 
mutation, so gibt sie AnlaB zu einem Zyklus von einem einzigen Glied, 
und wir setzen fest, daB solche Zyklen weggelassen werden. So ist z. B. 


Fo eu =os 


Satz 91. Die Ordnung einer Permutation ist gleich dem kleinsten 
gemeinsamen Vielfachen der Ordnungen der einzelnen Zyklen, und die 
Ordnung eines Zyklus ist gleich der Anzahl der Variablen, die darin 
auftreten. 

Sieht man von der Bedingung ab, daB 2 Zyklen keine gemeinsamen 
Variablen enthalten diirfen, so 1aBt sich selbstverstandlich jede Per- 
mutation auf beliebig viele Weisen als Produkt von Zyklen darstellen, 
insbesondere als Produkt von Transpositionen. Hierunter verstehen 
wir die Vertauschung zweier aufeinander folgender Variablen. Der 
Zyklus (1,2,3,...,”) kann offenbar ersetzt werden durch die auf- 
einander folgenden Transpositionen (1, 2), (1, 3), (1, 4),..., (1,7). 
Es ist also: 

(L, 2,3), ssa, 20) 2 (1, 2) (Led) (1; 4): 1, a), 
und in ahnlicher Weise lassen sich die tibrigen Zykler der Permutation 
behandeln. Wir merken noch an, daB die Anzahl der Transpositionen 
bei Zyklen gerader Ordnung eine ungerade, im anderen Fall eine gerade ist. 

Der zu einem Zyklus. inverse Zyklus wird erhalten, indem man 
die Variablen in umgekehrter Reihenfolge aufschreibt; die zu einem 
Produkt von Zyklen inverse Operation erhalt man, indem man die | 
Folge der Zyklen umkehrt und auBerdem jeden einzelnen Zyklus durch 
den inversen ersetzt. So ist z. B. 

((1, 2, 8) (1, 2, 4))-2 = (4, 2, 1) (3, 2, 1). 

Nun gilt der 

Satz 92. Wird eine Permutation auf verschiedene Weisen als Pro- 
dukt von Transpositionen dargestellt, so ist die Anzahl der eingehenden 
Transpositionen entweder bei allen Darstellungen gerade oder bei allen 
Darstellungen ungerade. 

Beweis. Man bildet das Differenzenprodukt 

(%— %2) (%1— 3)... (%1 — Xm) 
(%_— %5) .. . (%2— %n) ey 
(%n—1 a. Xp) 
Vertauscht rnan hier 1 und 2, so andert D das Vorzeichen, und all- 
gemein tiberzeugt man sich leicht davon, daB jede Vertauschung zweier 
Indices dasselbe bewirkt. Eine gerade Anzahl von Vertauschungen 
14Bt daher D ungedndert, wahrend eine ungerade Anzahl D in —D 
uberfiihrt. 
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Eine Permutation wird stets entweder D unverandert lassen oder 
Din —D iberfihren. Im ersten Fall kann sie sich nur aus einer geraden 
Anzahl, im zweiten Fall nur aus einer ungeraden Anzahl von Trans- 
positionen zusammensetzen lassen. 

Sind S und T zwei Permutationen, so ist es eine fiir das Folgende 
wichtige Aufgabe, die Permutation J7-!1ST zu bilden. Wir bezeichnen 


| eee ee 7) Ee eee np ee) 
t= id 7 ? je S ’ > iy ny “> 9 &n q 
Lite beeper be ae Maen 


dann wird 
We2: ,n 
SS Sali 
und 
ky, Re, alia 
—1 ae 
T1ST = ir = iy 


Hieraus folgt der ‘ 

Satz 93. Eine Permutation S wird transformiert durch die Permu- 
tation T, 1ndem man in den beiden Zeilen der Permutation S die Permu- 
tation T ausfihrt. 

In der Bezeichnungsweise durch Zyklen wird das Resultat noch 
einfacher. Man iiberzeugt sich leicht, daB ein Zyklus durch die Per- 
mutation T transformiert wird, indem man die Variablen des Zyklus 
der Permutation unterwirft. So ergibt z.B. das Produkt der Zyklen 
(1, 2, 3) (2, 3, 4) transformiert durch die Permutation i * 
das folgende Produkt (2, 1, 4) (1, 4, 3), denn ein Produkt wird trans- 
formiert, indem man die einzelnen Faktoren transformiert. 

Umgekehrt sind zwei Permutationen, deren Zerlegung in Zyklen 
mit verschiedenen Variablen eine gleichartige ist, d. h. jeweils aus gleich- 
viel Zyklen derselben Ordnung besteht, durch Transformation inein- 
ander tiberfiihrbar. Zum Beispiel (1, 2, 3, 4,5) und (2, 4,1, 5,3) sind 
ineinander transformierbar durch die Permutation e ; 2 4 bzw. 
die dazu inverse. 

Zum SchluB dieses Paragraphen seien noch ein paar spezielle Formeln 
angemerkt. Zwei Zyklen mit einer einzigen gemeinsamen Variablen 
ergeben multipliziert wiederum einen Zyklus: 

(X45 - ++) %n) (Xp, Yar - + Von) = (Hp ees Xn» Var Var e+ +) Vn) - 
Die Ordnung des zusammengesetzten Zyklus ist gleich der um 1 ver- 
minderten Summe der Ordnungen der beiden Faktoren. 

Das Produkt zweier Transpositionen laBt sich durch dreigliedrige 
Zyklen erzeugen. So ist. 

(ab) (cd) = (abd) (acd) und (ab) (ac) =(abc). 
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Infolgedessen lassen sich alle geraden Permutationen auch als Pro- 
dukte dreigliedriger Zyklen darstellen, und umgekehrt ist ein solches Pro- 
dukt stets eine gerade Permutation. 


c 


§ 35. Die symmetrische und alternierende Permutationsgruppe. 


Die simtlichen Permutationen von m Variablen bilden eine Gruppe 
von der Ordnung m!, welche die symmetrische Gruppe von n Varia- 
blen genannt wird. In dieser Gruppe sind 2 Permutationen mit gleich- 
artiger Zerlegung in Zyklen von verschiedenen Variablen konjugiert. 

Besteht die Permutation aus a Zyklen von der Ordnung 1, b Zyklen 
von der Ordnung 2, c von der Ordnung 3 usw., so daB n=a+2b+ 


3c-+---, so gibt es im ganzen, wie eine leichte Rechnung zeigt, 
n! 
i ale" b1S" e! os 


Permutationen von diesem Typus, wobei 0! = 1 zu setzen ist. Diese 
Zahl stellt daher auch die Anzahl der Permutationen in der betreffen- 
den Klasse dar. Die Anzahl der Klassen in der symmetrischen Gruppe 
ist gleich der Anzahl der Lésungen der Gleichung 


n=a+2b4+3c+-::- 
in ganzen Zahlen = 0. Fiir = 2 erhalt man die Gruppe von der Ord- 
nung 2; ~=3 liefert die Diedergruppe von der Ordnung 6; »=4 
ergibt die Oktaedergruppe von der Ordnung 24, denn diese ist ja be- 
stimmt durch die Vertauschungen der 4 Diagonalen, welche die Mittel- | 
punkte gegeniiber liegender Flachen des Oktaeders verbinden. Eine 
weitere Besprechung folgt unten und wir gehen tiber zur 


Definition. Die alternierende Gruppe von n Variablen besteht 
aus den sdmtlichen geraden Permutationen der » Variablen. Diese 
bilden eine Untergruppe vom Index 2 der symmetrischen Gruppe, 
denn ist % die alternierende Gruppe und S irgendeine ungerade Per- 
mutation, so stellt 2(S alle ungeraden Permutationen dar. Y% ist ferner 
Normalteiler der symmetrischen Gruppe, denn mit T ist auch S-!TS 
eine gerade Permutation. 


Die alternierende Gruppe von 3 Variablen ist zyklisch und von 
der Ordnung 3. Im Falle von 4 Variablen a, b, c,d besitzt sie die Ord- 
nung 12. Wir behaupten nun, dafB diese Gruppe einen Normalteiler 
von der Ordnung 4 besitzt. In der Tat bilden die 3 Permutationen, 
welche die 4 Variablen zu je zweien vertauschen, zusammen mit der 
identischen eine Untergruppe: 


E, A =a; OW, @)75-B = 1(2 fo) (6,0), C= (4,2) (65) 
mit den’ Relationen A B= BA=C; sie ist Abelsch und vom Typus 


(2, 2), also eine Vierergruppe. DaB sie Normalteiler ist, folgt daraus, 
daB sie die samtlichen Permutationen von dem betreffenden Typus 
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enthalt. Die Kompositionsreihe der symmetrischen Gruppe von vier 
Variablen besteht daher aus den Gruppen XY, B,C, E, wobei A die 
alternierende Gruppe ist, 8 die eben aufgestellte Abelsche Gruppe von 
der Ordnung 4 und € eine ihrer drei Untergruppen von der Ordnung 2. 
% und B sind Normalteiler der symmetrischen Gruppe, © dagegen 
nicht. Weiterhin gilt nun der wichtige 

Satz 941. Die alternierende Gruppe von n Variablen ist einfach, sobald 
n grofer als 4 «st. 

Beweis. Ein Normalteiler der alternierenden Gruppe, der einen 
dreigliedrigen Zyklus (a,b,c) enthalt, enthalt alle weiteren dreiglied- 
rigen Zyklen und stimmt infolgedessen mit der alternierenden Gruppe 
uiberein. Denn da mindestens 5 Variable zur Verfiigung stehen, so 
kann man stets eine gerade Permutation angeben, welche die 3 Varia- 
blen a,b,c in drei beliebig gegebene Variable a,, b,,c, tiberfiihrt. 
Durch diese Permutation wird aber der Zyklus (a, b,c) in den Zyklus 
(a,, 6, c,) transformiert. Nun sei eine beliebige Permutation des Normal- 
teilers in folgender Weise durch elementenfremde Zyklen dargestellt: 


S = (a,,...,4,)... (¢y,...,¢,) und wir machen die Voraussetzung, daB 
s=4 sei, dann gehért auch 
DRA ater iA iii thlys ee. 9h Crrid AOR O89) 


zum Normalteiler, denn S geht in T tiber, indem man die Variablen 
(c,_2, €s1, €;) zyklisch vertauscht, was eine gerade Permutation ist. 
Der Normalteiler enthalt also auch S7-, und man findet leicht, daB 
dies der dreigliedrige Zyklus (c,_3, c,, C,_2) ist, womit nach dem Vor- 
hergehenden bewiesen ist, daB alle Untergruppen, die Zyklen von 
hoherer als dritter Ordnung enthalten, mit der alternierenden Gruppe 
ubereinstimmen. 

Nun moge der Normalteiler eine Permutation von der Ordnung 3 
enthalten, dann muB diese in Zyklen zerlegt mindestens 2 Zyklen ent- 
halten, sonst ware die ganze alternierende Gruppe im Normalteiler. 
Eine solche Permutation sei 

S = (a, Gg, 43) (By, Bg, 53), 
wobei wir nur 2 Zyklen aufschreiben. Vertauscht man nun 43, dy, b, 
zyklisch, was auf eine Transformation mit einer geraden Permutation 
herauskommt, so erhalt man 

T = (44, G2, by) (bg, 43, 53), 
und es wird 

ST = (4, by, 43, 42, bs) 
also ein fiinfgliedriger Zyklus und wir befinden uns im fritheren Fall. 

Es bleibt noch der Fall iibrig, daB im Normalteiler bloB zweigliedrige 
Zyklen vorkommen. 


1 Cue E. : Oeuvres, S. 26. 
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Wenn der Normalteiler die Permutation (a, b) (c,d) enthalt, so muB 
er auch (b, e) (c,d) enthalten, wobei e irgendeine fiinfte Variable, die 
ja vorhanden ist, darstellt, und das Produkt dieser beiden ist wiederum 
ein dreigliedriger Zyklus, namlich (a,-e, b). Falls die Permutation nicht 
bloB aus 2 Vertauschungen besteht, so mtissen es mindestens 4 sein, 
z. B. (ay, a) (by, Bg) (Cy, C2) (a1, 4), alsdann ist auch die folgende Per- 
mutation im Normalteiler enthalten (a,, a) (B,, Cy) (02, dy) (C2, dz). Das 
Produkt dieser beiden ergibt eine Permutation von der Ordnung 3 
ndmlich (0, d,, C2) (bs, ¢, d2), womit wir auf den fritheren Fall zuriick- 
gefiihrt sind. Wir haben hierbei die iibrigen Vertauschungen, welche 
allenfalls zur Permutation gehéren, weggelassen, da sie in beiden Per- 
mutationen gleich bleiben sollen und sich daher bei der Multiplikation 
aufheben. 


§ 36. Transitive und intransitive Permutationsgruppen. 


Von jetzt an sollen die Variablen einer Permutationsgruppe auch 
als solche bezeichnet werden, indem wir statt 1,2,...,# schreiben: 
%y, X,.+-,X,. m heiBt der Grad der Gruppe. 


Indem wir nun von einer Variablen, etwa %,, ausgehen, untersuchen 
wir, in welche Variablen x, durch die verschiedenen Permutationen 
iibergefiihrt wird. Da die identische Permutation in jeder Permutations- 
gruppe enthalten ist, so kommt darunter x, selber vor. Durch Ein- 
fiihrung einer geeigneten Numerierung diirfen wir annehmen, daB die 
ubrigen Variablen, in die’x, tibergeht, x.,..., x, sind. Wir behaupten 
nun, daB diese 7 Variablen bei allen Permutationen der Gruppe nur 
unter sich vertauscht werden. Es moge namlich bei der Permutation 
S die Variable x; in x, tibergefiihrt werden, wobei 7 eine Zahl zwischen 
1 und r bedeutet. Ist dann T eine Permutation, die x, in x; tberfihrt, 
so wird TS einerseits zur Permutationsgruppe geh6ren, andererseits 
aber auch x, in x, tiberfiihren. Nach der Voraussetzung folgt nun, daB 
k ebenfalls ein Index zwischen 1 und 7 ist. Sind ferner 7 und k zwei 
Indices zwischen 1 und 7 und fiihren S bzw. T die Variable x, in x; 
bzw. x, liber, so fiihrt S-!T die Variable x; in x, iiber. Man sieht sonach, 
daB durch irgendeine Variable x; die zugehdrigen Variablen x, bis x, 
eindeutig bestimmt sind und man nennt x, bis x, durch die Permuta- 
tionsgruppe transitiv verbundene Variable. Eine Variable auBerhalb 
von %,,...,*, wird wiederum einem transitiven System angehéren, 
das durch eine beliebige unter seinen Variablen vollstandig bestimmt 
ist, und das System der Variablen zerfallt somit in eine Anzahl transi- 
tiver Teilsysteme. Eine Permutationsgruppe, bei der mehr als ein 
transitives System vorkommt, heiBt eine intransitive Permutations- 
gruppe. Betrachtet man nur die Variablen eines transitiven Teilsystems, 
so bilden ihre durch die Gruppe hervorgerufenen Permutationen eine 
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mit der Gesamtgruppe isomorphe Gruppe. Diejenigen Permutationen, 
welche diese Variablen ungedndert lassen, bilden also einen Normal- 
teiler der ganzen Gruppe. 

Als Beispiel geben wir die zyklische Gruppe von der Ordnung 6 
in fiinf Variablen dargestellt; sie wird erzeugt durch 

(X14, Xa, %3) (4, %5) - 
Diese Gruppe ist intransitiv, der Normalteiler, der die drei ersten 
Variablen ungeandert 1aBt, ist von der Ordnung 2, derjenige, der x, 
und x, nicht andert, von der Ordnung 3. 

Es gentigt, die transitiven Permutationsgruppen zu untersuchen, da 
sich die tibrigen aus jenen zusammensetzen lassen. 

Satz 95. In einer transitiven Permutationsgruppe von n Variablen 
bilden diejenigen Permutationen, die x, bzw. x. usw. ungedndert lassen, 
ein System von n konjugierten Untergruppen vom Index n unter der 
ganzen Gruppe. 

Beweis. DaB die Permutationen, die etwa x, ungeandert lassen, 
eine Untergruppe § bilden, ist klar; sind ferner T und S zwei Per- 
mutationen, die beide x, in x; tiberfitihren, so gehért ersichtlich S 7-4 
zu §, d.h. S und T gehoren derselben Nebengruppe von § an und 
jede Nebengruppe besteht aus der Gesamtheit derjenigen Permuta- 
tionen, die %, in eine bestimmte der wtibrigen Variablen wberfihren. 
Hiernach zerfallt die ganze Gruppe genau in » Nebengruppen von §. 
Ist nun §’ diejenige Gruppe, die x; ungeandert laBt, und T eine Per- 
mutation, die x, in x; tiberfiihrt, so wird TT eine Untergruppe 
sein, die x; ungeandert 1aBt und daher in ’ enthalten ist; da ihre Ord- 
nung dieselbe ist wie diejenige von §’, so wird ’ = T7 HT. 

Nach der Definition ist eine intransitive Permutationsgruppe, in- 
dem ja *, fiir sich ein transitives System bildet. Wir miissen nun unter- 
suchen, was eintritt, wenn § in den tibrigen Variablen transitiv ist. 

Definition. Eine Permutationsgruppe © heiBt r-fach transitiv, 
wenn sie Permutationen enthalt, die x,,..., x, in jedes System von 
y Variablen aus %,,..., x, tberfiihren. 

Aus dieser Definition folgt ohne weiteres, wie oben, daB in der 
Gruppe © Permutationen auftreten, welche ein beliebiges System 
von ry aus den m Variablen in ein beliebiges derartiges System tiber- 
fiihren. Diejenigen Permutationen, welche %,,..., %, in sich selbst 
iiberfiihren, bilden eine Untergruppe §, und diejenigen, welche diese 
Variablen in ein und dasselbe System iiberfiihren, bilden eine Neben- 
gruppe von §. Der Index von § ist also gleich der Anzahl der még- 
lichen Systeme von 7 Variablen, in die x,,..., x, tibergefiihrt werden 
kann, und diese Anzahl ist gleich n(m—1)...(m—r-+1). Hieraus 
folgt der 

Satz 96. Die Ordnung einer r-fach transitiven Gruppe vom Grade n 
ist gleich n(n—1)-+-(n—r-+1)d, wobei'd ein Tetler von (n—r)! ist. 
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Denn d ist die Ordnung der Untergruppe §, und § vertauscht »—r 
Variable. 

Wir betrachten nun speziell die zweifach transitiven Gruppen. 
Eine solche kann auch als transitive Gruppe charakterisiert werden, 
bei welcher die Untergruppe, die x, ungeandert 1aBt, in den tibrigen 
Variablen transitiv ist. Denn sie mu8B Permutationen enthalten, die 
%,, X_ in ein beliebiges Paar %,, x; (¢ = 2,..., m) tiberfiihren; daraus folgt 
nun leicht, daB8 auch ein beliebiges Paar von Variablen x;, x, in x;, x 
ubergefiihrt werden kann, wobei /-+-7. Da die Gruppe transitiv ist, 
so gibt es jedenfalls eine Permutation, die x, in x; tiberfiihrt und x, 
moge dabei in x, iibergehen; durch Zusammensetzung mit einer ge- 
eigneten aus den vorhin angegebenen Permutationen kann man nun 
erreichen, daB k sowie 7 einem beliebigen Index gleich wird, womit 
bewiesen ist, daB die Gruppe zweifach transitiv ist. 


§ 37. Darstellung von Gruppen durch Permutationen. 


Bereits in § 5 haben wir den Begriff der Darstellung einer abstrakten 
Gruppe eingefiihrt. Es ist vorteilhaft, ihn etwas zu erweitern. 

Eine Permutationsgruppe stellt die abstrakte Gruppe & dar, wenn 
jedem Element der letzteren eine und nur eine Permutation zugeordnet 
ist und umgekehrt jeder Permutation mindestens ein Element aus © 
entspricht, dergestalt, daB dem Produkt zweier Elemente- auch das 
Produkt der zugeordneten Permutationen zugeordnet ist. Die Permu- 
tationsgruppe ist also zsomorph (homomorph) mit der abstrakten Gruppe. | 
Im folgenden wird die Aufgabe gelést werden, alle Darstellungen einer 
abstrakten Gruppe durch transitive Permutationsgruppen zu finden. © 

Ist  irgendeine Untergruppe der abstrakten Gruppe & vom Index 
und ist, in rechtsseitige Nebengruppen zeriegt, 


i oa 11 A matin oh OE 

so ]aBt sich in folgender Weise eine Permutationsgruppe von 2 Variablen 
definieren, welche mit & isomorph ist: Man multipliziere die » Neben- 
gruppen 9, D7,,..., HT, rechts mit dem beliebigen Element S aus ©. 
Hierdurch erfahren sie eine Permutation und diese bezeichnen wir als 
die Darstellung des abstrakten Elementes S. Man sieht sofort, daB 
man auf diese Weise eine Darstellung von & erhalt, wenn man die 
nm Nebengruppen als zu permutierende Variable betrachtet. Es ist nun 
von Wichtigkeit zu untersuchen, wélche der Nebengruppen durch S$ 
in sich selbst iibergefiihrt werden. Wenn das z. B. fiir § der Fall ist, 
so muB die Beziehung gelten )S = §, d.h. S muB in der Untergruppe 
 liegen und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, so wird § ungedndert 
bleiben. $7 bleibt ungeandert, wenn H7TS=T oder T-19T-S 
=T~-'§T ist, d.h. wenn S in der zu § konjugierten Untergruppe 
TT liegt. 
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Hiernach laBt die zu S gehdrige Permutation genau so viele 
,, Wariable“, namlich Nebengruppen, ungedndert, als die Anzahl der 
mit § konjugierten Untergruppen betragt, die S enthalten. Die iden- 
tische Permutation wird von allen denjenigen Elementen S erzeugt, 
die in allen mit § konjugierten Untergruppen enthalten sind. Die 
Gesamtheit dieser Elemente bildet einen Normalteiler der ganzen 
Gruppe & und umgekehrt ist jeder Normalteiler von ©, der in § ent- 
halten ist, auch in den mit § konjugierten Untergruppen enthalten. 
Bezeichnet §t den gréBten Normalteiler von , der in § enthalten ist, 
so entspricht seinen Elementen und nur diesen die identische Permu- 
tation, die durch § erzeugte Permutationsgruppe ist holoedrisch iso- 
morph mit der Faktorgruppe G/%. Nachdem das festgestellt ist, 
k6onnen wir leicht die wichtige Tatsache erweisen, daB wir auf diesem 
Weg alle transitiven Darstellungen der Gruppe © erhalten, so daB 
also jede transitive Permutationsgruppe durch eine Untergruppe der 
durch sie dargestellten abstrakten Gruppe im eben beschriebenen Sinn 
erzeugt werden kann. 

Es sei namlich © die Permutationsgruppe und § diejenige Unter- 
gruppe, die x, ungedndert laBt, ferner sei 

OS Olas a O24: 
wobei §T; diejenige Nebengruppe bedeutet, deren Permutationen x, 
in x, lberfiihren. Nun mdge die beliebige Permutation S aus © unter 
anderem die Variable x, in die Variable x, iiberfiihren. Wir behaupten, 
daB die Beziehung gilt 
OT S= HT;. 

Zum Beweis bedenken wir, daB 7T,S die Variable x, in x, iiber- 
fiihrt und somit eine Permutation aus $7; ist, etwa HT; Nun wird 
HT,S = §HT,=§T;, womit die Behauptung erwiesen ist. Damit 
ist bewiesen, daB die mit S bezeichnete Permutation der Variablen 
%,..., X, identisch ist mit der Permutation der Nebengruppen von §, 
die durch rechtsseitige Multiplikation mit S entsteht. Wir sprechen 
die gefundenen Resultate in folgendem Satz aus: 


Satz 97. Man erhdlt jede Darstellung einer abstrakten Gruppe & 
durch transitive Permutationsgruppen, indem man irgendeine Unter- 
gruppe S und thre Nebengruppen rechtsseitig mit den Elementen der 
Gruppe multiplinert; ist irgendeine transitive Permutationsgruppe gegeben 
und S dwejenige Untergruppe, die eine der Variablen ungedndert laBt, so 
ast die durch § erzeugte Permutationsgruppe identisch mit der gegebenen 
Permutationsgruppe, bet geeigneter Zuordnung der Nebengruppen zu den 
Variablen der Permutationsgruppe. 

Die schon friither angegebene Darstellung einer Gruppe von der 
Ordnung g durch g Variable, welche aus der Gruppentafel entspringt, 
ist offenbar in unserer allgemeinen Aufstellung enthalten, wenn man 
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fiir § die Einheitsgruppe E wahlt. Einige scheinbar andere Methoden, 
aus abstrakten Gruppen Permutationsgruppen zu bilden, seien hier noch 
besprochen. Wahlt man statt rechtsseitiger Nebengruppen linksseitige, 
®=§+U,6H+-::+U,, so erhalt man eine Darstellung, indem 
man dem Element S die durch linksseitige Multiplikation mit S- 
hervorgerufene Permutation dieser Nebengruppen zuordnet. In der 
Tat entspricht S die Permutation 


9, Osa ase CES 
Soh SHU o. 2S eee 
* ( 8, Ue Disa) i 
PUGS DAU, Se. FHS 
und 
Ses ( 9, UPD e ss UeD if 
PSA GPUS EG TS UD 


Da sich nun aber die durch T hervorgerufene Permutation auch so 
schreiben laBt 
Ss Snel SA ere StULD 
fe Be Sr Sin. LE POO Aan teed ee oe ee y 


so sieht man, daB die Zusammensetzung der beiden zu S und T ge- 
hoérigen Permutationen die zu ST gehdérige Permutation ergibt. 


Um nun zu beweisen, daB diese Permutationsgruppe bei geeigneter — 
Anordnung der Nebengruppen mit einer friitheren identisch ist, schreiben | 
wir die rechts- und linksseitigen Nebengruppen in besonderer Weise 
auf. Ist ; 

G=H+6T,4+-°+ 67, 
eine Zerlegung von & nach rechtsseitigen Nebengruppen, so ist nach § 6 
G= H+ TH+ + T'8 
eine solche nach linksseitigen Nebengruppen. Multipliziert man der 
Reihe nach 6, 6%%,..., HJ, rechts mit S, so erhalt man genau die- 
selbe Permutation der Nebengruppen, wie wenn man die linksseitigen 
Nebengruppen §, Y ohn §,...;T,->1 § links mit S-! multipliziert, so daB 
in der Tat die durch linksseitige Multiplikation hervorgerufene Per- 
mutationsgruppe mit einer rechtsseitigen identisch ist. 

Eine weitere Moglichkeit, die abstrakte Gruppe © als Permutations- 
gruppe darzustellen, ist die folgende: 2,..., P, seien die Elemente 
einer Klasse von ®. Dem beliebigen Element S von ® ordnen wir 
diejenige Permutation der Elemente P zu, welche durch Transforma- 
tion mit S gebildet wird, also S?PBS,...,S7+P,S. Man sieht ohne 
weiteres ein, daB dies eine Darstellung von © ergibt; aber auch'sie ist 
identisch mit einer durch unsere allgemeine Methode erzeugten. Sei 
namlich § diejenige Untergruppe, welche aus den mit P, vertausch- 
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baren Elementen der Gruppe besteht, dann ist 7 der Index von § unter 
®, und die Nebengruppen von § sind §, HS.,..., HS,, wobei die S; 
der Gleichung geniigen: S>* P,S; = P,. 
Rechtsseitige Multiplikation mit S ergibt die Permutation 
§, HSe, --+ 9S, 
Ds 4s ee Doe: 


und wir behaupten, daB dies dieselbe Permutation ist, wie 


P,, ce ? Jaf 
(act ai Cini! Se aie) 
In der Tat, wenn §S;S = 9S, ist, so wird S;S das Element P, in 
P, transformieren, und daher S-1P,S = P, sein. Gleich wie also die 
Nebengruppe $S; durch S in 9S, iibergefiihrt wird, so wird P, durch 
S in P, transformiert, womit die Behauptung erwiesen ist. 

Zam SchluB soll noch untersucht werden, wann zwei verschiedene 
Untergruppen § und & bei geeigneter Anordnung der Nebengruppen 
zu derselben Permutationsgruppe fiihren. 

Die Nebengruppen von § nehmen wir in der Reihenfolge 


9, O12,...,97,. 

Bei & wollen wir die Untergruppe selbst nicht an die erste Stelle 

setzen, sondern wir bezeichnen die Nebengruppen allgemein mit 
RU RUSS, RU, 3 

Wenn nun die Vertauschung, die zu S gehért, in beiden Fallen die- 
selbe sein soll; so miissen insbesondere diejenigen Elemente, welche 
die erste Variable, namlich § bzw. RU, ungedndert lassen, in beiden 
Fallen dieselben sein. Nun folgt aus 6S=, daB S in © liegt und. 
aus RU,S = RU,, daB S zu UT! RU, gehért. Es muB also § =U;'RU, 
sein, d.h. § und & miissen konjugierte Untergruppen sein. Umgekehrt, 
wenn § und & konjugierte Untergruppen sind, so erzeugen sie dieselbe 
Permutationsgruppe bei geeigneter Numerierung der Variablen. 


§ 38. Primitive und imprimitive Permutationsgruppen. 


Die transitiven Gruppen werden eingeteilt in primitive und im- 
primitive Gruppen. 

Definition. Eine transitive Permutationsgruppe heiBt imprimitiv, 
wenn sich ihre Variablen dergestalt in mindestens zwei Systeme mit 
mehr als einer Variablen einteilen lassen, daB die Variablen eines jeden 
Systems entweder nur unter sich vertauscht werden, oder in die Variablen 
eines anderen Systems iibergefiihrt werden. 

Es ist klar, daB die Anzahl der Variablen in jedem System dieselbe 
sein muB. Diejenigen Permutationen, welche die Variablen eines jeden 
Systems nur unter sich vertauschen, bilden einen Normalteiler der 


8* 
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Gruppe, denn wir erhalten eine mit der Gruppe isomorphe Permuta- 
tionsgruppe, wenn wir bloB die Vertauschungen der Systeme unter 
einander betrachten, und die erwahnte Untergruppe gehort offenbar 
zu der Einheitspermutation dieser isomorphen Gruppe. Diejenigen 
Permutationen hingegen, welche die Variablen eines bestimmten Systems 
unter sich vertauschen, bilden eine Untergruppe 8, welche diejenige 
Untergruppe § enthalt, die eine bestimmte Variable des Systems in 
sich selbst transformiert. 

Die imprimitiven Gruppen haben sonach die besondere Eigen- 
schaft, daB diejenige Untergruppe §, welche eine Variable, z.B. %,, 
nicht Andert, in einer weiteren eigentlichen Untergruppe & enthalten 
ist. Umgekehrt gibt eine solche Untergruppe & stets AnlaB zu einer 
imprimitiven Gruppe. Denn sei R= H+ 65S,+---+ 6S;, und 
G=RK+KRT,+---+ KT,,, so werden zunachst bei Multiplikation 
mit einem beliebigen Element S die Nebengruppen von & unter sich 
vertauscht. Eine Nebengruppe von & besteht genau aus den Elementen 
von / Nebengruppen von §, denn es ist z. B. 

QT, =O 7, + 9S,7, °°" DS4,. 

Die samtlichen Nebengruppen von § zerfallen sonach in m Systeme 
von je / Nebengruppen, und jedes System enthalt gerade diejenigen 
Nebengruppen von §, die zusammen eine Nebengruppe von 8 bilden. 
Es ist nun klar, daB bei Multiplikation mit S die Nebengruppen eines 
solchen Systems entweder nur unter sich permutiert werden, oder aber 
in die Nebengruppen eines neuen Systems iibergefiihrt werden, d.h.. 
die durch § erzeugte Permutationsgruppe ist imprimitiv. DaB eine 
Permutationsgruppe eventuell in mehrfacher Weise imprimitiv sein 
kann, ist nun auch fast selbstverstandlich; dies ist der Fall, wenn es 
mehrere Untergruppen von @ gibt, die § enthalten. Die Existenz 
einer jeden dieser besonderen Untergruppen macht sich durch eine 
besondere Art der Imprimitivitat geltend. 

Die imprimitiven Gruppen sind stets nur einfach transitiv, denn 
im entgegengesetzten Fall miiBte z. B. das Variablenpaar x,, x, in jedes 
der Paare x,, x; tibergefiihrt werden kénnen, was der Tatsache wider- 
spricht, daB dieses Paar nur in ein Paar desselben oder eines anderen 
Systems iibergefithrt werden kann. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die primétiven Gruppen. Sie 
werden erzeugt durch solche Untergruppen § von @, die in keiner 
weiteren enthalten sind, d.h. von gréBten Untergruppen von ©; und 
wir kénnen tiber sie einige wichtige Satze angeben. 

Satz 98. Der Grad einer primitiven Permutationsgruppe, die auf- 
losbar ist, ist stets ene Primzahlpotenz p" und die Gruppe enthdalt einen 
und nur einen Abelschen Normalteiler; seine Ordnung ist p". 

Beweis. Es sei § die Untergruppe von &, welche die primitive 
Permutationsgruppe erzeugt. © besitzt als auflésbare Gruppe einen 
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Abelschen Normalteiler 3%, z. B. einen kleinsten von E verschiedenen 
Normalteiler. Nach Voraussetzung ist § eine groBte Untergruppe von 
® und ¥ ist nicht in § enthalten, weil sonst § nicht die Gruppe ©, 
sondern /% erzeugte. Daher ist © = {M, H}. Ist D der Durchschnitt 
von § und %, so ist D Normalteiler von § und §/D = G/N (Satz 24). 
Hieraus folgt, daB der Index von D unter % gleich dem Index von 
unter , also gleich dem Grad der Permutationsgruppe ist. Wir be- 
haupten ferner, daB D= E ist, d.h. daB § und % zueinander teiler- 
fremd sind. Es sei namlich P ein Element von § und &, so ist P mit 
allen Elementen von St vertauschbar, weil 93% Abelsch ist. Setzt man 
®=H+H5%,4+---+ 67, so darf man nach §10 die Elemente 
T,, Ta,..., T; aus MN wahlen. Die zu § konjugierten Untergruppen 
sind T;'T7;. Da P mit allen T vertauschbar ist, so kommt P in allen 
zu H konjugierten Untergruppen vor und gehort also zu einem Normal- 
teiler von @, der in § enthalten ist. Dieser besteht aber nur aus E. Es 
gibt daher fiir den Abe/schen Normalteiler nur eine mdgliche Ordnung, 
namlich den Grad der Permutationsgruppe. Unsere auflosbare Gruppe 
besitzt einen von £ verschiedenen Abelschen Normalteiler, namlich 
einen kleinsten Normalteiler. Gabe es noch einen zweiten, so miiBte 
er dieselbe Ordnung haben. Der Durchschnitt dieser beiden Normal- 
teiler kann, weil er selber ein Abelscher Normalteiler von ® ist, nur aus 
E bestehen. Dann aber bildet ihr direktes Produkt selber einen Abe/schen 
Normalteiler von hdherer Ordnung, was nicht moglich ist. Der Grad 
der Permutationsgruppe ist also gleich der Ordnung dieses kleinsten 
Normalteilers und eine Primzahlpotenz. 

Wir kénnen sonach den folgenden allgemeinen Satz aussprechen: 

Satz 99. Ist $ eine grote Untergruppe der auflisbaren Gruppe & 
und Nt der grote in S enthaltene Normalteiler von &, dann besitzt die 
Faktorgruppe &/N nur einen Abelschen Normalteiler und dessen Ord- 
nung ist gleich dem Index von $ unter &. 

Da dieser Abelsche Normalteiler kleinster Normalteiler ist, so ist | 
sein Typus durch die allgemeinen Regeln bestimmt. 

Wir wollen noch einige einfache Folgerungen aus unserer Methode 
angeben: 

Satz 100. Ist eine Untergruppe von & vom Index n, und ist ferner 
MN der groBte in § enthaltene Normalteiler von &, so ist die Ordnung von 
G/M ein Teiler von n}. 

Denn die Gruppe @/9t 14Bt sich holoedrisch isomorph darstellen 
als Permutationsgruppe von 2 Variablen. Ist # die gréBte in der Ord- 
nung einer einfachen Gruppe enthaltene Primzahl, so besitzt diese 
Gruppe keine Untergruppe, deren Index kleiner als # ist. Allgemeiner 
1aBt sich folgender Satz aussprechen: 

Satz 101. Ist die Ordnung der Untergruppe gleich ab, die von & 
gleich abn, und ist jede in b aufgehende Primzahl.=n, jede in a 
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aufgehende <n, so ist die Ordnung des groften in § enthaltenen Normal- 
tealers von & durch 6 terlbar. : 

Beweis. Es sei ¥t der gréBte in H enthaltene Normalteiler von &, 
dann ist die Ordnung von @/% ein Teiler von !, diejenige von $/® 
also ein Teiler von (n—1)!. Diese letztere Zahl ist aber sicherlich zu 
b prim, folglich muB } in der Ordnung von %t aufgehen. 


Historische Notiz. Satz 98 ist von Galois entdeckt worden. Die Auf- 
stellung sdamtlicher auflésbarer primitiver Gruppen vom Grade 7” bildet den 
Inhalt der zweiten Halfte von Jordans Traité des substitutions. /ordan hat seine 
Beweise spater wesentlich vereinfacht und in zwei Abhandlungen niedergelegt: 
Recherches sur les groupes résolubles (Memorie della Pontificia Accademia Ro- 
mana dei Nuovi Lincei Bd. 26 (1908), S. 7—39) und Mémoire sur les groupes 
résolubles (J. Math. pures appl. 1917, S. 264—374). Die Falle »? und p* behandelt 
Goésta Bucht (Die umfassendsten primitiven metazyklischen Kongruenzgruppen 
mit drei oder vier Variablen. (Arch. for Mat., Astr. och Fys. Bd. 11 (1916)). 


§ 39. Die Charaktere einer Permutationsgruppe. 


Wir betrachten eine transitive Permutationsgruppe © und zahlen 
bei jeder Permutation die Variablen, die ungedndert bleiben. Diese 
Zahl wird der Charakter der Permutation genannt, und wir wollen 
einige Eigenschaften dieser wichtigen Zahlen herleiten. 

© sei diejenige Untergruppe von @, deren Permutationen eine 
Variable ungedndert lassen, und es sei 


Wa Ot 0 fa rhe oe OTe 

Die Anzahl der Permutationen, welche die erste Variable ungedndert 
lassen, ist gleich der Anzahl der Elemente in §; diejenige der Per- 
mutationen, welche die z-te Variable in sich selbst iiberfiihren, ist gleich 
der Anzahl der Elemente in T>'§7;. Auch ihre Anzahl ist gleich der 
Ordnung von §. Fiir jede Variable gibt es also genau gleich viele Per- 
mutationen, weiche sie ungedndert lassen. Die Sumime der Charaktere 
aller Permutationen ist daher gleich der Ordnung von § multipliziert 
‘mit », also gleich der Ordnung von &. Ist die Gruppe intransitiv, so 
wird jeder transitive Bestandteil an die Summe der Charaktere den- 
selben Bestandteil liefern. Hieraus folgt der 


Satz 102. Ist G eine Permutationsgruppe von der Ovdnung g, so ist 
die Summe der Charaktere der Permutationen gleich k g, wobei k die An- 
zahl der transitiven Systeme von ®& bedeutet. 

Wir betrachten nunmehr die Elemente der Untergruppe § und 
die zu ihnen gehorigen Permutationen. Die Summe ihrer Charaktere 
ist gleich der Ordnung von §'multipliziert mit der Anzahl. der Kom- 
plexe, in die © mod. (§, §) zerfallt (Satz 102), denn nur solche Neben- 
gruppen von , die zum selben Komplex gehéren, sind bei der Unter- 
gruppe § transitiv verbunden. Diese Anzahl der Komplexe bezeichnen 
wir mit 7. Nehmen wir statt § die konjugierte, Untergruppe T;-!§ T,, 
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so liefert sie dieselbe Zahl fiir die Summe der Charaktere. Bei der 
Gesamtheit dieser » konjugierten Untergruppen erhalten wir als Summe 
der Charaktere die Zahl /g. Hierbei sind nun die Elemente im all- 
gemeinen mehrfach gezahlt, und indem wir sie ordnen, erhalten wir 
eine neue Abzahlung der Charaktere. Wenn nadmlich der Charakter 
eines Elementes y ist, so tritt dieses Element genau in ry von den zu 
© konjugierten Untergruppen auf. Jedes Element liefert also als Bei- 
trag zu der Summe das Quadrat seines Charakters. Nun kann man 
auch noch die Elemente auBerhalb des Systems der zu § konjugierten 
Untergruppen heranziehen. Ihr Charakter ist Null, und wenn wir sie 
zu unserer Summe hinzunehmen, so wird nichts geandert. Dies Resultat 
kann man in folgendem Satz zusammenfassen: 

Satz 103. Die Summe der Quadrate der Charaktere einer transitiven 
durch § erzeugten Permutationsgruppe von der Ordnung 'g ist gleich lg, 
wober 1 die Anzahl der Komplexe von Nebengruppen bezeichnet, in die 
® mod. (§, $) zerfalit. 


9. Kapitel. 
Automorphismen. 


§ 40. Automorphismen einer Gruppe. 


Ist © irgendeine Gruppe und S eines ihrer Elemente, so erhalt 
man durch Transformation aller Elemente von & mit S einen Auto- 
morphismus (§ 9) von &. Ist namlich AB=C, so folgt daraus S14 S 
i ay aL On 

Die so entstehenden Automorphismen einer Gruppe nennt man 
innere Automorphismen. Ersetzt man jedes Element durch das beim 
Automorphismus ihm entsprechende, so erhalt man eine Permutation 
der Elemente, die man durch 

xX 

S3X SJ 
bezeichnen kann, wobei X die Elemente von ® durchlauft. In vielen 
Fallen gibt es aber auch weitere Automorphismen der Gruppe und 
diese nennt man-:zum Unterschied von den fritheren dwfere Auto- 
morphismen. Wenn dabei dem Element X das Element X’ zugeordnet 
ist, so bezeichnen wir diesen Automorphismus mit 

x 

x 
Als Beispiel fiir Gruppen mit a4uBeren Automorphismen erwahnen wir 
die zyklische Gruppe von der Ordnung 3, bestehend aus den Elementen 
A, A?, A? =E. Sie besitzt keinen inneren Automorphismus, auBer 
dem identischen, dagegen den auBeren E’ = E, A’ = A?®, (A?)’ = A. 
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Die sitimtlichen Automorphismen einer Gruppe bilden selbst 
eine Gruppe; denn, wenn man hintereinander die Permutation des 
ersten Automorphismus, dann diejenige des zweiten ausfiihrt, so erhalt 
man wiederum einen Automorphismus. 

Diese Gruppe ist intransitiv, denn E wird stets sich selbst entsprechen. 

Satz 104. Die inneren Automorphismen bilden einen Normalteiler 
der Gruppe sdmtlicher Automorphismen. 

Beweis. Transformiert man den Automorphismus 


Is'xsl 


durch den allgemeinen Automorphismus 

x | 

xX ) 
so hat man nach Satz 93 in beiden Zeilen der ersten Permutation die 
zweite Permutation auszufiihren. Dies ergibt den neuen Automorphismus 


Isis] 
St2txXe ‘SZ : 
Er ersetzt jedes Element X’ durch das Element S’-1X’S’. Wir diirfen 
hier das allgemeine Element X’ selbstverstandlich auch mit X bezeich- 
nen und unser Automorphismus ist identisch mit dem inneren Auto- 


morphismus 
xX 
. TEKS: | ; 


Satz 105. Die Gruppe der inneren Automorphismen ist isomorph mit der 
gegebenen Gruppe, und zwar entspricht der Einheit das Zentrum der Gruppe. 

Denn nur fiir die Elemente des Zentrums wird der Automorphis- 
mus der identische. _ 

Wir gehen wieder aus von einer Gruppe & und wollen annehmen, 
sie sei als Normalteiler in einer umfassenderen Gruppe § enthalten. 
Transformiert man ® durch irgendein Element von S, so erhalt man 
einen Automorphismus fir @, der nicht notwendigerweise ein innerer 
ist. So ergeben z. B. die Diedergruppen einen auBeren Automorphis- 
mus fiir ihren zyklischen Normalteiler vom Index 2. Es ist nun die 
Frage, ob sich zu einer beliebigen Gruppe & eine umfassendere Gruppe $ 
definieren 1aBt, die in der angegebenen Weise alle Automorphismen 
von ® liefert. Die Permutationsgruppen geben uns in der Tat die 
Mittel zur Hand, diese Frage zu bejahen. 

Wir gehen aus von der durch die Gruppentafel gelieferten Dar- 
stellung von © durch eine Permutationsgruppe. Zu dem Element S 
gehort so die Permutation, welche wir in unserer Symbolik mit 


Lisl 
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bezeichnen. Ist nun ein Automorphismus von ®& gegeben, wobei all- 
gemein S’ dem S entspricht, so ist die Permutation, welche S’ ent- 
spricht, die folgende 

Lys! 

P.Gsys he 


Diese letztere kOnnen wir aber auch so schreiben 

boxe 

Xa? 
denn beide Symbole stellen dieselbe Permutation, bloB in anderer 
Reihenfolge der Variablen, dar. 

Nehmen wir zu unserer Darstellung von & die Permutationsgruppe 
der Automorphismen von  hinzu, so sind beides Untergruppen der 
Gruppe aller Permutationen der Elemente von &. Die beiden Gruppen 
erzeugen also eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe aller Ver- 
tauschungen der Elemente von (. Sie haben iiberdies keine Permu- 
tation auBer der identischen gemein, denn wahrend die Gruppe der 
Automorphismen E ungedndert laBt, wird bei der Darstellung von & 
jeweils E in ES tibergefiihrt und £ S ist nur fiir das Einheitselement = E. 
Die zusammengesetzte Gruppe bezeichnen wir nun mit 8, die Dar- 
stellung von & wiederum mit & und behaupten den 

Satz 106. © ist Normaltetler von ® und jeder Automorphismus von 
® entsteht durch Transformation mit einer Permutation aus &. 


Beweis. 8& ist nach Definition erzeugt durch die Gruppe ©, aus 


der wir die Permutation 2 4 herausgreifen, und durch die Gruppe 


der Automorphismen von @&, deren Permutationen wir durch ad be- 
zeichnen. Transformieren wir die erste der angegebenen Permuta- 


tionen durch die zweite, so erhalten wir oe Diese ist identisch 


mit sea d.h. mit der zu S’ gehdrigen Permutation von &. Da- 


mit ist zundchst gezeigt, daB & Normalteiler von & ist, dessen Index 
gleich der Ordnung der Gruppe aller Automorphismen von & ist. 
Weiter aber folgt auch, wenn wir beachten, daB S’ dasjenige Element 


die Tat- 


ist, das S zugeordnet ist durch den Automorphismus eae 


sache, daB die Transformation der Elemente von & durch re ge- 


- rade den durch dieses Symbol repradsentierten Automorphismus fiir © 
ergibt, womit unser Satz vollstandig bewiesen ist. 


Definition. Die Gruppe & heiBt die Holomorphie von ©. 
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® hat offenbar die Eigenschaft, daB man die Nebengruppen des 
Normalteilers © erhalt, indem man @ der Reihe nach mit den Ele- 
menten einer zweiten Untergruppe von &, namlich der Gruppe der 
Automorphismen, multipliziert. Diese zweite Untergruppe besitzt selbst 
einen Normalteiler, der isomorph ist mit &, namlich die Gruppe der 
inneren Automorphismen von @. Diese letztere ist aber gewiB nicht 
Normalteiler von ®, denn sonst ware jedes ihrer Elemente mit jedem 
Element von © vertauschbar nach Satz 17. 

Satz 107. Die Holomorphie einer Gruppe © von der Ordnung g ist 
der Normalisator von & in der symmetrischen Gruppe von g Vartablen. 

Beweis. Unter den Permutationen von & verstehen wir wie immer 


Be ae wobei S die Elemente von @ durchlauft. Nun sei irgendeine 


Permutation der g Elemente gegeben: P ={*I. Soll sie zum Nor- 


malisator von © gehéren, so muB sie mit & vertauschbar sein, und 
wenn man die Permutationen von © durch sie transformiert, so erhalt 
man einen Automorphismus von &. Derselbe Automorphismus wird 
aber auch durch eine Permutation Q der Holomorphie geliefert. Bildet 
man nun PQ-1!= R, so ist die Permutation R mit allen Permutationen 
von ®& vertauschbar, und es bleibt nun noch zu beweisen tibrig, daB 
die Holomorphie alle diese Permutationen enthalt. 


Es sey Ro pes eine Permutation, die mit allen Permutationen 


von @ vertauschbar ist. Transformiert man oa mit dieser Per- 


les 


(x se Da diese Permutation identisch 
sein soll mit der vorigen, so mu8 die Beziehung gelten (X S)’= X’S. 
Dies geniigt, um die Beschaffenheit der Permutation R zu bestimmen. 
Es sei namlich A dasjenige Element, in das E durch R iibergefiihrt 
wird, d.h. es sei E’ = A. Indem wir die obige Beziehung benutzen, 
folgt 


mutation, so erhalt man 


APs (EX) =f’ X eAX, 
so daB sich R in folgender Weise ausdriickt: R = be AX" LaBt man 


hierin A alle Elemente von ® durchlaufen, so erhalt man g Permu- 
tationen, und es ist leicht zu zeigen, da8 sie alle mit den Elementen 
von ® vertauschbar sind, denn fiihrt man hintereinander die beiden 


ee. jeg eX.) | 4 m : 
Permutationen aus: xs und AX? so ethalt man die Permuta- 


me ef gleichgiiltig welche Reihenfolge man gewahlt hat. Es 


bleibt nun noch iibrig zu zeigen, daB die Permutationen von der Ge- 


tion 
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stalt R =| ee samtlich in der Holomorphie von © enthalten sind. 
2 ; P.4 , ‘ 
Nun gehort gewiB AX =H als innerer Automorphismus zur Holo- 


morphie und ebenso denn dies ist eine Permutation von @ 


Al 

X Aj’ 
also auch ihr Produkt. Dies ist aber die Permutation R. 

Ein Automorphismus transformiert stets zwei Elemente, die zur 
selben Klasse gehéren, in zwei neue Elemente von derselben Eigen- 
schaft. Denn wenn A =S~-!BS ist, so geht diese Gleichung beim 
Automorphismus iiber in die Gleichung A’ = S’-!B’S’, d.h. A’ und B’ 
sind wiederum konjugiert. Die inneren Automorphismen fiihren jedes 
Element in ein Element derselben Klasse tiber. Bei auBeren Auto- 
morphismen dagegen kann es vorkommen, daB die Elemente einer 
Klasse tibergefiihrt werden in die Elemente einer anderen Klasse, wo- 
fiir die zyklischen Gruppen Beispiele liefern. Natiirlich miissen sowohl die 
Ordnung als die Anzahl der Elemente fiir zwei derartige Klassen dieselben 
sein. Man kann eine zu der Gruppe der Automorphismen isomorphe 
Gruppe bilden, indem man bloB die Permutationen der Klassen unter 
sich berijcksichtigt. Der identischen Permutation entsprechen dann die- 
jenigen Automorphismen, welche die Elemente in ihren Klassen lassen. 

Wir sprechen nun den Satz aus: 

Satz 108. Duiejenigen Automorphismen, welche die Elemente in ihren 
Klassen lassen, bilden einen Normalteiler der Gruppe aller Automorphismen, 
dessen Ordnung nur Primteiler der Ordnung von & enthdlt. 

Dieser eben betrachtete Normalteiler ist nicht immer identisch mit 
der Gruppe der inneren Automorphismen. 

Beweis. Sei J irgendein Automorphismus aus diesem Normai- 
teiler, dessen Ordnung eine zur Ordnung von & prime Primzahl # ist. 
Die Gruppe {G, J} = % enthalt @ als Normalteiler, dessen Index # 
gleich der Ordnung von J ist. J ist gewiB nicht mit allen Elementen 
von & vertauschbar. Wir betrachten nun die Klasse der mit J kon- 
jugierten Elemente. Es muB8 notwendigerweise Elemente geben, die 
mit keinem Element dieser Klasse vertauschbar sind (Satz 63). Sei S 
ein solches Element, dann muB die Klasse, zu der S gehort, eine durch p. 
teilbare Anzahl von Elementen besitzen. Denn J kann mit keinen Ele- 
menten der Klasse von S vertauschbar sein. Ware namlich J mit 
T-1ST vertauschbar, so ware auch S mit TJ T-} vertauschbar, was 
gegen die Voraussetzung ist. Transformiert man nun S der Reihe nach 
mit den Potenzen von J, so erhalt man # verschiedene Elemente der 
Klasse von S, und indem man so fortfahrt, sieht man, daB die Anzahl 
der Elemente in der Klasse durch # teilbar ist. Ist # zur Ordnung von 
® prim, so erhalten wir einen Widerspruch, denn diese Anzahl ist ein 
Teiler der Ordnung von ©. 
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Ist J ein Automorphismus, dessen Ordnung die Potenz #” einer 
Primzahl ist, die prim ist zur Ordnung von ©, so bilde man die p"—1-te 
Potenz von J. Es gibt nun ein Element S von @, das mit dieser Potenz 
und also auch mit jeder Potenz von J nicht vertauschbar ist, auBer 
mit E. Die Anzahl der Elemente in der Klasse von S ist also ein Viel- 
faches von #”, d. h. die Klasse von S in § mu8 aus mindestens ” ver- 
schiedenen Klassen von & zusammengesetzt sein. 


§ 41. Charakteristische Untergruppen einer Gruppe. 


Definition. Ein Normalteiler der Gruppe © heiBt eine charakte- 
ristische Untergruppe, wenn er bei jedem Automorphismus von © 
in sich selbst tibergefiihrt wird. 

Mit Hilfe der Holomorphie ® von © lassen sich die samtlichen 
charakteristischen Untergruppen von @® auffinden. Eine solche ist 
namlich stets auch Normalteiler von ®, und umgekehrt ist jeder Normal- 
teiler von &, der in & enthalten ist, charakteristische Untergruppe von ©. 

Wir greifen nun eine beliebige Hauptreihe von & heraus, die &© 
enthalt 

a POE Ny OARS oa Oe 


Die Reihe G, G,,..., G, besteht aus lauter chayakienstecher Unter- 
gruppen von @, deren jede die folgende enthalt, und zwar gibt es 
zwischen zwei aufeinander folgenden Gliedern keine charakteristische 
Untergruppe von &. Eine solche Reihe wird eine charakteristische 
Reihe von & genannt. Jede charakteristische Reihe von © kann zu 
einer Hauptreihe von & erganzt werden. Man braucht zu dem Zweck 
bloB die eben angefiihrte Reihe von & bis © anzuschlieBen. Indem 
wir nun einfach die bekannten Satze tiber Hauptreihen anwenden, 
erhalten wir den folgenden 

Satz 109. Ist G, G,,..., G, =E eine charakteristische Reihe von ©, 
so sind die Faktorgruppen ©;/G;,, einfache Gruppen oder das direkte 
Produkt von holoedrisch 1tsomorphen einfachen Gruppen. Jede charak- 
teristische Rethe einer Gruppe besteht aus gleichvielen Gliedern und die 
darin auftretenden Faktorgruppen &,/G;41 sind bet zwei Rethen in threr 
Gesamthett dieselben. 

Beweis. Wir miissen nur den zweiten Teil des Satzes beweisen. 
Die Faktorgruppen von & bis & kénnen bei verschiedenen Haupt- 
reihen nur unter sich vertauscht werden, denn sie bilden die Faktor- 
gruppen der Hauptreihen fiir &/®. Daher werden auch die Faktor- 
gruppen von & bis E nur unter sich permutiert. 

Bei auflodsbaren Gruppen existiert also stets eine charakteristische 
Reihe und die Faktorgruppe zweier aufeinanderfolgender Untergruppen 
ist Abelsch, ihre Ordnung ist eine Primzahlpotenz #' und ihr Typus 
(), by .-+). 
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Bei jedem Automorphismus geht der Kommutator zweier Elemente 
A und B, namlich B-!A-1BA wiederum in einen Kommutator, nim- 
lich denjenigen von A’ und B’ iiber. Daher ist die Kommutatorgruppe 
stets eine charakteristische Untergruppe. Ferner ist die kleinste Unter- 
gtuppe, welche alle Untergruppen von einer bestimmten Ordnung ent- 
halt, stets eine charakteristische Untergruppe. Denn bei jedem Auto- 
morphismus werden die Untergruppen von einer bestimmten Ordnung 
nur unter sich vertauscht, daher wiid die von ihnen erzeugte Unter- 
gruppe in sich selbst iibergefiihrt. 

Eine weitere charakteristische Untergruppe ist das Zentrum. Ist 
eine Sylowgruppe Normalteiler, so ist sie charakteristische Untergruppe, 
denn sie ist dann die einzige Untergruppe von ihrer Ordnung. 


§ 42. Vollstandige Gruppen. 


Der Begriff der charakteristischen Untergruppen einer Gruppe © 
ist insbesondere dann von Wichtigkeit, wenn © selbst Normalteiler 
einer umfassenderen Gruppe ’ ist. Jede charakteristische Unter- 
gruppe von @® ist dann auch Normalteiler von ®’. Wir betrachten 
nun die Holomarphie ® von & und machen die Voraussetzung, daB & 
eine charakteristische Untergruppe von 8 ist. Ist ® selbst als Normal- 
teiler in &’ enthalten, so ist © Normalteiler von 8’ und wir zeigen 
nun, daB es in jeder Nebengruppe von & ein Element gibt, das mit 
jedem Element von & vertauschbar ist. Es sei S irgendein Element 
aus &”, so liefert S-!@S einen Automorphismus von ©, der auch durch 
ein Element K der Holomorphie & hervorgerufen wird. SA-! ist mit 
jedem Element von & vertauschbar und gehdrt zu derselben Neben- 
gruppe von & wie K. 

Definition. Eine Gruppe, deren sémtliche Automorphismen innere 
Automorphismen sind, und deren Zentrum nur aus E besteht, heiBt 
eine vollstdindige Gruppe. 

Satz 110. Wenn eine vollstindige Geuppe & Normalteiler einer 
Gruppe &’ ist, so ist &’ das direkte Produkt von & und einer andercn 
Untergruppe. 

Beweis. Nach dem eben Ausgefiihrten gibt es in jeder Neben- 
gruppe von ©& ein mit allen Elementen von & vertauschbares Element. 
Die Gesamtheit der mit allen Elementen von © vertauschbaren Ele- 
mente bildet einen Normaltéiler von ’, dessen Ordnung mindestens 
gleich dem Index von ®& unter ©’ ist. Dieser Normalteiler hat aber 
mit & auBer E kein Element gemein. Daher ist seine Ordnung gleich 
dem Index von @, und (’ ist das direkte Produkt von & mit diesem 
Normalteiler. 

Wir erweisen nun an einem einfachen Beispiel die Existenz von 
vollstandigen Gruppen. Es sei P ein Element, dessen Ordnung eine 
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ungerade Primzahl # ist. Man erhalt die simtlichen Automorphismen 
dieser zyklischen Gruppe, indem man P irgendeine Potenz von P mit 
zu p primem Exponenten zuordnet. 

Ist 7 eine Primitivzahl fiir , so bilde man die durch folgende Ele- 
mente erzeugte Gruppe 

APia= i, BeSvesE, BSAD S7A% 

In dieser Gruppe ist {A} als Sylowgruppe, die gleichzeitig Normal- 
teiler ist, charakteristische Untergruppe. Wir behaupten, daB sie eine 
vollstindige Gruppe ist. Ist namlich irgendein Automorphismus ge- 
geben, so wird er einen Automorphismus von {A} ergeben, der auch 
durch Transformation mit einer Potenz von B geliefert wird. Wenn 
daher die Gruppe einen 4uBeren Automorphismus zulaBt, so muB sie 
auch einen solchen besitzen, der A in sich selbst iiberfiihrt. B muB 
alsdann in ein Element BA‘ (s=1,2,...,) tibergehen, denn auch 
das zugeordnete Element B’ muB A in A’ transfofmieren. 

Der Automorphismus ist nun aber vollstandig bestimmt, wenn 
feststeht, in welche Elemente die erzeugenden A und B iibergehen. 
Wir behaupten jetzt, daB der Automorphismus A’ = A, B’= BA‘ ein 
innerer ist, und zwar daB er durch Transformation mit einer Potenz 
von A geliefert wird. In der Tat folgt aus B-1A B = A’ leicht: ABAO= 
BA’~}. Darvon 1 verschieden ist, so ist A’~! ein Element von der Ord- 
nung ?, das wir der Einfachheit halber mit A bezeichnen. 

Indem man weiter transformiert, erhalt man die Gleichung 

A'BA-* = BA’ 
und unter diesen # inneren Automorphismen-kommt sicher der zu unter- 
suchende vor. 

Damit ist z. B. nachgewiesen, daB die Diedergruppe von der Ord- 
nung 6, d.h. die symmetrische Gruppe von 3 Variablen, eine voll- 
standige Gruppe ist. 

Wir geben nun ein hinreichendes Kriterium einer vollstandigen 
Gruppe, indem wir den Sats beweisen: 

Satz 111. Die Gruppe U der Automorphismen einer Gruppe &, deren 
Zentrum nur aus dem Einhettselement besteht, ist eine vollsténdige Gruppe, 
wenn thre Untergruppe der inneren Automorphismen eine charakteri- 
stische 1st. 

Beweis. Die Gruppe & der inneren Automorphismen von © ist 
einstufig isomorph mit ©, weil @ kein von E verschiedenes Zentrum 


besitzt; und der Isomorphismus zwischen & und @® wird erhalten, 


indem man dem Element S aus ® das Element S aus & 


eee 
(SAX Ss 
entsprechen l4B8t. Wir behaupten nun, 2% ist die Holomorphie von ©. 


Ist namlich A = ka ein Automorphismus von ©, so entspricht 
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ihm vermége der Isomorphie zwischen % und % der Automorphismus 


‘ S von ; dieser wird aber auch erhalten, indem man S = a 
Ss’ S4Xx S| 
i = [x \ i . a ey x" | ery = 
mittels A = Lx transformiert; denn A? SA = sax’ s/f = Da Za 


gleich folgt, daB es in & auBer EF kein mit allen Elementen von ® ver- 
tauschbares Element gibt. Daher kann das Zentrum von % nur aus 
E bestehen. Es sei jetzt 8’ die Holomorphie von %&. Nach den Aus- 
fiihrungen am Eingang des Paragraphen ist & Normalteiler von 8’ 
und es gibt in jeder Nebengruppe von % ein mit allen Elementen von 
(% vertauschbares Element. Die gleichen Schliisse wie beim Beweise 
von Satz 110 zeigen nun, daB §’ direktes Produkt von X% und dem 
Normalteiler % aller mit jedem Element von % vertauschbaren Elemente 
aus R’ ist. Folglich liefert ®’ keinen 4uBeren Automorphismus fiir 2%, 
und daher ist 2% eine vollstandige Gruppe. 


§ 43. Automorphismen von Abelschen und von p-Gruppen. 


Ist eine Abelsche Gruppe von der Ordnung n= ff... p%’, so 
ist sie das direkte Produkt von 7 Abelschen Gruppen mit den Ord- 
nungen /pj',...,p;’. Jede dieser Untergruppen ist charakteristische 
Untergruppe und wird daher bei jedem Automorphismus in sich selbst 
transformiert. Die Automorphismengruppe von @ ist das direkte Pro- 
dukt der Automorphismengruppen dieser Untergruppen. Daher kommt 
es nur darauf an, die Automorphismengruppe solcher Abelschen Gruppen 
zu betrachten, deren Ordnung eine Primzahlpotenz p’ ist. Wir beginnen 
mit dem Typus (p,p,...). Ein Automorphismus ist festgelegt durch 
Angabe derjenigen Elemente, in welche die Basiselemente tibergehen. 
Fiir das erste Element hat man freie Wahl unter den ~’—1 von E 
verschiedenen Elementen, fiir das zweite noch unter den p’—/p Ele- 
menten, die nicht Potenzen des ausgewdhlten sind, usw. Die Ordnung 
der Automorphismengruppe ist also 


(p’—1) (f’ —p)... (f — 9"). 


Sie JaBt sich in bemerkenswerter Weise durch Matrizen! darstellen. 


Bei einem Automorphismus mdgen die Basiselemente Ay, A,,..., A, 
tibergehen in Aj, Aj,..., A; und es sei 
Ay = At Atti +++ Aire 2s Saeed 


Die Matrix (a;,) besteht aus (mod p) reduzierten ganzen Zahlen. Ist 
(b;,) die Matrix fiir einen anderen Automorphismus derselben Gruppe, 
so erhalt man diejenige fiir den zusammengesetzten Automorphismus 
durch Zusammensetzung der Matrizen (a;,,) und (b;,), Zeilen mit Kolonnen, 


1 Wir benutzen im folgenden einige Begriffe, die erst in § 48 auseinander- 
gesetzt werden. 
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wie man sich sofort durch Einsetzen iiberzeugt. Eine Matrix liefert 
dann und nur dann einen Automorphismus, wenn sie umkehrbar ist, 
d.h. wenn ihre Determinante +0 (mod 4) ist. 

Satz 112. Die Gruppe der Automorphismen einer Abelschen Gruppe 
von der Ordnung p’ und vom Typus (p, p,...) tst holoedrisch isomorph 
mit der Gruppe homogener ganzzahliger linearer Substitutionen von 
r Variablen (mod p), deren Determinante == 0 (mod #) 1st. 

Oft 14Bt sich ein Automorphismus durch Einfiihrung neuer Basis- 
elemente auf eine einfachere Gestalt bringen, wie folgendes Beispiel 
verdeutlicht: Es sei y=~-—1 und der Automorphismus bestehe in 
der zyklischen Vertauschung der p—1 Basiselemente A,,..., Ap_1. 
Wir fiihren jetzt die neuen Basiselemente B,,..., B,-, ein durch die 
Gleichungen 

Bi A AGA, ae (Se en) 


Da die Determinante der zugehérigen Matrix gleich dem Differenzen- 
produkt der Zahlen 1, 2,..., #—1 ist, so ist sie zu # prim, die B bilden 
daher wiederum eine Basis der Gruppe. Bei dem Automorphismus 
geht B, in Bf tiber, wobei ¢ durch die Kongruenz st = 1 (mod p) be- 
stimmt ist. Dieser Satz ist gleichbedeutend mit der Tatsache, daB 
die zyklische Permutation von —1 Variabeln (mod /) vollstandig 
reduzierbar ist auf die Diagonalform, und da8B ihre charakteristischen 
Wurzeln aus den Resten 1, 2,...,f—1 (mod #) bestehen (§ 71). 
Genau nach denselben Prinzipien wie oben lassen sich auch die 
Gruppen von Typus (f%, %,...) behandeln. An die Stelle der Ma- 
trizen (mod f) treten diejenigen (mod #’). Wir wollen die eigentiim- 
liche Struktur dieser wichtigen Gruppen aufdecken. Die Gruppe der 
ganzzahligen Matrizen von ry Zeilen und Kolonnen bestehend aus Resten 
(mod #*) sei mit © bezeichnet. Die Determinanten der Matrizen miissen 
= 0 (mod pf) sein. Diejenigen Matrizen, die (mod #) der Einheitsmatrix 
kongruent sind, bilden einen Normalteiler 9 von ©, und allgemein 
bilden die Matrizen, die der Einheitsmatrix (mod #') kongruent sind, 
einen Normalteiler %t;. Die Faktorgruppe ©/® ist offenbar holoedrisch 
isomorph mit der Gruppe der Matrizen (mod 4), ihre Ordnung ist 
daher (p’—1) (p’—p) (p’— f?):--(p’—p’"1). Um nun die Faktor- 
gruppe %t,/N;,, zu bestimmen, miissen wir die Substitutionen von 
M; (mod p'+') betrachten. Sie haben unter Beniitzung der Addition 
von Matrizen (vgl. S. 147) folgende Gestalt: E+ p'A, wobei E die 
Einheitsmatrix und A eine ganz beliebige ganzzahlige Matrix (mod $) 
bedeutet: Die Gruppe t,/N;,, hat also die Ordnung p”. Sind E + pi A 
und E + #'B zwei Matrizen aus, 9;, so ist die zusammengesetzte 


(E+ pA) (E+p'B)=E+p'(A+B) (modp'*), 
d.h. die Gruppe %;/9;,, ist holoedrisch isomorph mit der additiven . 
Gruppe der Matrizen A (mod). Diese ist ersichtlich vom Typus 
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(p, p,...) und kann erzeugt werden durch die 7? Matrizen, die je an 
einer Stelle 1 stehen haben und sonst iiberall 0. Wir sprechen das in 
folgendem Satz aus: 

Satz 113. Die Automorphismengruppe einer Abelschen Gruppe von 
der Ordnung p*" und vom Typus (p*, p%,...) besitzt eine Rethe von 
a Normalteilen Ny, Ny,..., Ng_1, E, von denen jeder im vorhergehenden 
enthalten ist. Die Faktorgruppe &/N, ist holoedrisch tsomorph mit der 
Gruppe der Automorphismen der Abelschen Gruppe von der Ordnung p" 
und vom Typus (p, p,...), dre tibrigen Faktorgruppen sind Abelsch von 
der Ordnung ~” und vom Typus (pf, p,...). 

Ist E+ p'A, (= 1, A =0 (mod p)), eine Matrix aus %t;, so ist ihre 
p-te Potenz gleich E+ pitt1A +2O—) prigr4... und fir p>2 
wird diese Matrix = E (mod p'*1), aber nicht (mod p‘t?), d.h. sie liegt 
in §;,;, aber nicht mehr in 9;,». Derselbe SchluB gilt noch fiir p= 2 
und 7> 1. 

Wir gehen nun tber zum allgemeinsten Fall einer Abelschen Gruppe 
von der Ordnung #”. Sie moge in ihrer Basis 2, Elemente von der Ord- 
nung ~, m, von der Ordnung #?,...,, von der Ordnung #” enthalten, 
so daB n= n,+2n,+:--:+7n,. Die p-ten Potenzen der Basiselemente 
erzeugen eine charakteristische Untergruppe St, bestehend aus allen 
Elementen, welche #-te Potenzen von Elementen sind. Diese Unter- 
gruppe wird daher bei allen Automorphismen von © in sich selbst trans- 
formiert. Wir betrachten die Untergruppe der ganzen Automorphismen- 
gruppe Y%, bestehend aus denjenigen Automorphismen, die die Elemente 
von %t nicht verandern. Sie bildet einen Normalteiler %, von 2 und wir 
wollen sie naher untersuchen. Bei den Automorphismen von %, werden 
die Elemente einfach mit Elementen der Ordnung # multipliziert, denn 
geht S iiber in S’ und setzt man S’= ST, so muB nach Erhebung in 
die p-te Potenz fiir S und S’ dasselbe Element hervorgehen, d. h. es wird 
T? =E. Allgemein sei 8; der Komplex der Basiselemente von der Ord- 
nung ~*. Die Basiselemente aus J8,,..., 8, darf man mit ganz beliebigen 
Elementen der Ordnung # multiplizieren, immer erhalt man Auto- 
morphismen aus %,, und diese bilden eine Untergruppe von der Ord- 
nung pt%+-"" +) (+--: +), und zwar ist sie ein Normalteiler von %,, 
denn sie besteht aus allen Automorphismen aus %,, welche die samtlichen 
Elemente von der Ordnung #, insbesondere diejenigen aus 38, ungedndert 
lassen. Sie ist eine Abelsche Gruppe und ihr Typus ist (f,#,...).. 

Nun betrachten wir die Elemente aus §{,. Die durch sie erzeugte 
Gruppe besitzt eine Automorphismengruppe von der Ordnung 

y (m) = (6 —1) (6B) += O™— 9"). 
AuBerdem darf noch jedes dieser Basiselemente mit einem beliebigen 
der durch 98, B3,..., 8, erzeugten Elemente von der Ordnung # multi- 
pliziert werden, deren Anzahl zusammen mit E gleich p*+°'' +” ist. 
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Man findet so fiir die Ordnung von Y, 
y (1) «plan Hts + see m,) (mg toes +n,) ‘ 


Diese Formel gilt auch fiir , = 0, wenn man yp (0) = 1 setzt. 


Hierdurch gelangt man zu einer Rekursionsformel. Die Faktor- 
gruppe 1/2, ist ndmlich holoedrisch isomorph mit der Automorphismen- 
gruppe der Gruppe aller #-ten Potenzen von @, wie leicht ersichtlich 
ist. Diese kann ebenso behandelt werden. Man findet folgendes Resultat: 


Satz 114. @ set eine Abelsche Gruppe mit n; Basiselementen von 
der Ordnung p' (1 =1,2,...,7) und U; set die Untergruppe der Auto- 
morphismengruppe von &, welche die Elemente, die p'-te Potenzen von 
Elementen aus ® sind, ungedndert laBt, so besitzt die Automorphismen- 
gruppe U von & folgende Rethe von Normailteilern U, = A, U,_1,..., W,E. 
Die Faktorgruppe X%;/U;-, besitzt einen Abelschen Normalteiler vom 
Typus (p, ,...) und von der Ordnung fe +--+ + tr) (Mitt: +%) dessen 
Index gegeben ist durch w (nj) primita rt +"), 


In der Ordnung der Automorphismengruppe sehen ate nur solche 
Primzahlen auf, die eine der Zahlen 


p,p—- hp — 1; Sry ile | 
teilen, wobei m die groBte der Zahlen 7»; ist. 


Weitere wichtige Satze aus diesem Ideenbereich gibt A. Chatelet 
in seinem Buch: Les groupes abéliens finis, Lille 1925 und K. Shoda 
in Math. Ann. Bd. 100, S. 674 und Math. Z. Bd. 31, S. 611. 


Eine praktische Methode zur Herstellung aller Automorphismen 
Abelscher Gruppen besteht in folgendem Verfahren: Man greift eine 
Untergruppe § heraus und sucht eine Untergruppe von &, etwa ©”, 
die holoedrisch isomorph ist mit ©/§. Alsdann multipliziert man jedes 
Element einer Nebengruppe von § mit demjenigen Element von ©”, 
das ihr beim Isomorphismus entspricht. Man beweist leicht, daB jeder 
Automorphismus auf diesem Weg erhalten wird, aber dieses Verfahren 
liefert nicht stets Automorphismen, wie sogleich an einem Beispiel 
gezeigt wird: Wahlt man fiir § die Untergruppe E, so wird ©” = @. 
Daher wird jedem Element sein Quadrat zugeordnet. Es ist klar, daB 
dies dann und nur dann einen Automorphismus ergibt, wenn die Ord- 
nung der Gruppe ungerade ist. Dagegen erhalt man stets einen Auto- 
morphismus einer Abelschen Gruppe, wenn man die Elemente in die 
s-te Potenz erhebt, sobald s zur Ordnung der Gruppe prim ist. 


Uber die Automorphismengruppe von #-Gruppen lassen sich zwei 
elegante Satze von Burnside und Hall ableiten. Die Kommutatorgruppe 
© einer #-Gruppe & ist stets von & verschieden, weil & auflésbar ist. 
Die Faktorgruppe ©/€ ist Abe/sch und. die Ordnungen der Basiselemente 
sind Invarianten dieser Gruppe. Wir denken uns eine bestimmte Basis ° 
ausgewahlt und aus jeder dieser Nebengruppen von ©, welche die Basis 
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von (/€ bilden, beliebig je ein Element ausgewahlt. Es seien dies die 
Hlementer 29h)... és) Be Es gilt. nun 

Satz 115 von Burnside1. Die Elemente P,, P,,..., P, erzeugen stets 
die ganze Gruppe & und r ist die niedrigste Zahl von Erzeugenden fiir &. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist © ={G, P,, P,,..., PB}. Wir 
bilden die durch die Elemente P erzeugte Gruppe § = {P,, Py,..., P,} 
und behaupten, daB = G ist. Nehmen wir an, da8 § eine echte Unter- 
gruppe von ® ist, so ist sie nach Satz 80 in einer Kompositionsreihe 
von ® enthalten, Steigen wir in dieser Kompositionsreihe hinauf bis 
zur letzten von © verschiedenen Gruppe §’, so ist §’ eine echte Unter- 
gruppe von & vom Primzahlindex #, ferner enthalt ’ die Untergruppe . 
Da §’ Normalteiler von © mit zyklischer Faktorgruppe ist, so enthalt 
§’ die Kommutatorgruppe ©. Ferner enthalt §’ auch die Elemente 
P,, Py,..., P,. Daraus folgt, gegen die Voraussetzung, daB §’=@ 
ist. Hiermit sind wir zum Widerspruch gelangt und es wird § = ©. 

Der zweite Teil des Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem allge- 
meinen Satz, daB jede Untergruppe mindestens so viel Erzeugende 
bedarf, als irgendeine Faktorgruppe eines ihrer Normalteiler. Denn 


bilden wir die Gruppe auf die Faktorgruppe ab, indem wir die Elemente _ 


des Normalteilers auf das Einheitselement E abbilden, so werden die 
Erzeugenden der Gruppe auf Erzeugende der Faktorgruppe abgebildet. 
Ihre Anzahl ist daher mindestens gleich der fiir die Faktorgruppe notigen 
Anzahl von Erzeugenden. 

Satz 116 von Hall?. Die Ordnung der Automorphismengruppe einer 
p-Gruppe & der Ordnung p” ist ein Teiler von p°’-u, wober p° die Ord- | 
nung der Kommutatorgruppe und rv die Zahl der Basiselemente von &/C 
ist, ferner u die Ordnung der Automorphismengruppe der Abelschen 
Gruppe G/C bedeutet. 

Beweis. Unter einem Automorphismus von @ erfahrt auch ©/€ 
einen solchen. Diejenigen Automorphismen von @, welche fiir G/€ 
den identischen Automorphismus liefern, bilden einen Normalteiler 1’ 
aller Automorphismen von @, dessen Faktorgruppe einstufig isomorph 
mit einer Untergruppe der Automeorphismengruppe von /W ist und 
daher einen Teiler von u als Ordnung hat. Wir betrachten nun diesen 
Normalteiler, der die Nebengruppen von © ungeandert la8t, und be- 
haupten, daB seine Ordnung ein Teiler von #°” ist. 

Unter den Automorphismen von ’ geht ein Erzeugendensystem 
Py Poy a0, Py ber in Py €,9P, Cy. 3 PC pe wobei “dieeC’ Elemente 
von © sind. Wahlen wir diese Elemente C ganz beliebig aus ©, so erhalten 
wir stets ein System von Erzeugenden, daher ist die Anzahl aller auf 
diese Weise méglichen Systeme gleich #°’. Bei den Automorphismen 
wird kein einziges dieser Systeme ungedndert bleiben, denn wenn die 

1 Burnside: Proc. Lond. math. Soc. (2) Bd. 13, S. 6. 

2 Hall: Proc. Lond. math. Soc. (2) Bd. 36, S. 29. 
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Erzeugenden sich nicht andern, wird die ganze Gruppe fest bleiben. 
Daher zerfallen diese Systeme in transitiv verbundene Systeme, welche 
je die regulare Darstellung von ’ als Permutationsgruppe erfahren 
und daher alle gleich viele Systeme enthalten, namlich so viele als die 
Ordnung von %’ betragt. Diese Ordnung ist daher ein Teiler von #°’. 

Durch diesen Satz erhalten wir fiir die von ~ verschiedenen Prim- 
teiler in der Ordnung der Automorphismengruppe von & eine genaue 
Aussage. Ist namlich m die groBte Zahl von Basiselementen derselben 
Ordnung in ©/€, so muB jene Primzahl ein Teiler von 

(o" —1) (@"—2—1) ---(@—1) 


sein nach Satz 114. 


§ 44. Zerlegbare Gruppen. 


Bei unseren Untersuchungen iiber Abelsche Gruppen ergab sich 
als fundamentaler Satz, daB jede dieser Gruppen das direkte Produkt 
zyklischer Gruppen ist. Zyklische Gruppen, deren Ordnung eine Prim- 
zahlpotenz ist, lassen sich nicht mehr als direktes Produkt von zwei 
Gruppen, die beide von E verschieden sind, darstellen. Wir wollen 
eine Gruppe, die nicht das direkte Produkt zweier Gruppen ist, als 
eine unzerlegbare Gruppe bezeichnen. Zwei verschiedene Zerlegungen 
einer Abelschen Gruppe als Produkt unzerlegbarer Gruppen haben die 
Figenschaft, daB jeder unzerlegbare Faktor der einen Zerlegung holo- 
edrisch isomorph ist mit einem solchen der zweiten. Auf diese Eigen- 
schaft griindeten sich ja die Invarianten der Abelschen Gruppen. Im 
allgemeinen gibt es mehrere Zerlegungen, so besitzt z. B. die Abelsche 


Gruppe vom Typus (f, ~) im ganzen bce! verschiedene Zerlegungen 


als Produkt zweier zyklischer Gruppen, wenn man von der Reihen- 
folge der Faktoren -absieht. 

Es fragt sich nun, wie die Verhaltnisse liegen, wenn es sich um 
nicht-Abelsche Gruppen handelt, die direktes Produkt von Gruppen 
sind. Derartige Gruppen nennen wir zerlegbare Gruppen, sie lassen 
sich stets als direktes Produkt unzerlegbarer Gruppen darsteilen. 

Zunachst behandeln wir als Gegenstiick zu den Abelschen Gruppen 
die Gruppen ohne Zentrum und beweisen von ihnen den folgenden 

Satz 117. Eine zerlegbare Gruppe, deren Zentrum nur aus E besteht, 
laéBt sich auf eine und nur eine Weise als Produkt unzerlegbarer Gruppen 
darstellen, von der Rethenfolge der Faktoren abgesehen. 

Um den Beweis dieses Satzes vorzubereiten, miissen wir zundchst 
einige einfache Bemerkungen iiber die direkten Produkte machen. Es 
sei G©= H, X DH. X-:- xX H, eine Zerlegung von ® in unzerlegbare 
Faktoren. Dann ist jedes Element von §,; mit jedem Element von §, 
vertauschbar, sobald 1+-k, denn die Normalteiler § haben auBer E 
kein Element gemeinsam. Jedes Element von @ JaBt sich auf eine 
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und nur eine Weise als Produkt von Elementen aus §, $o,..., Dy 
darstellen. Ist also H = H,-H,---H,, wobei H; in §; liegt, so sind 
diese Faktoren H,, H,... eindeutig bestimmt durch H. Man nennt 


H; den Konstituenten von H in §;. Selbstverstandlich sind die Kon- 
stituenten eines Elementes H unter sich und mit dem Element H ver- 
tauschbar. Nun seien H und K zwei vertauschbare Elemente. Wir 
konnen leicht zeigen, daB alsdann auch die Konstituenten dieser Ele- 
mente untereinander vertauschbar sind. Es ist namlich K, vertausch- : 
bar mit H,--- H,. Transformieren wir nun K mit H, so erhalten wir 
wiederum K, infolgedessen miissen auch die Konstituenten von K bei 
der Transformation mit H in sich selbst iibergefiihrt werden. Daher 
muB8 K, mit H und also auch mit H, vertauschbar sein. Nunmehr sind 
wir in der Lage, unseren Satz zu beweisen. 

Es seien zwei Zerlegungen von & in unzerlegbare Faktoren gegeben 

a xX a Sp == ty IR: 

Die Konstituenten der Elemente von 8; in §, bilden eine Untergruppe 
von §,, denn ist H, der Konstituent von K in §, und Hy derjenige 
von K’, wobei K und K’ in &; liegen, so ist H,H; derjenige von K K’. 
Allgemein bilden die Konstituenten der Elemente irgendeiner Unter- 
gruppe von ® in einem unzerlegbaren Faktor eine Untergruppe. 


Man betrachte nun die s Gruppen der Konstituenten von &,, 
Ry,..., KR, in H,. Jede ist eine Untergruppe von §, und wir behaupten, 
daB diese Untergruppen zueinander teilerfremd sind. Sei namlich 
H Konstituent in §, eines Elementes K, aus &, und eines Elementes 
K, aus ®,. Da K, mit allen Elementen von &,, ®3,..., ®, vertausch- 
bar ist, so gilt dasselbe von seinem Konstituenten H. Weil H aber 
auch Konstituent von K, ist, so ist es auch vertauschbar mit allen Ele- 
menten von &,, R3,..., d.h. H ist mit allen Elementen von &),..., &, 
und also auch mit allen Elementen von © vertauschbar. Hieraus folgt, 
daB unter unserer Voraussetzung tiber & fiir H nur EF in Betracht kommen 
kann. Sind nun yy “2 its die Konstituenten von §&,,..., ®, in §,, 
so sind die Untergruppen §; zu je zweien teilerfremd. Ferner ist jedes 
Element der einen mit jedem Element jeder anderen vertauschbar. 
§, muB8 nun identisch sein mit dem direkten Produkt §, x --- x ,, 
denn jedes Element H von §, ist Produkt seiner Konstituenten in 
R,,..., Rs, also Produkt von Elementen aus §,,...,,. Weil $, unzer- 
legbar ist, so muB §, mit einer der Untergruppen §; tibereinstimmen, 
wahrend die iibrigen nur aus dem Element £ bestehen. Hieraus folgt, 
daB §, in einem der unzerlegbaren Faktoren &,,..., ®, enthalten ist, 
etwa in &,, wahrend es zu den iibrigen teilerfremd ist. Genau das- 
selbe kann man nun fiir &, zeigen: &, ist in einer der Gruppen §, ent- 
halten, wahrend die iibrigen zu &, teilerfremd sind. Diese Gruppe mu8 
also §, sein. Nimmt man die beiden Resultate zusammen, so folgt 
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1 =, Indem man den Satz weiter anwendet, erkennt man, daB 
jeder Faktor § mit einem der Faktoren & iibereinstimmt, womit der 
Satz bewiesen ist. 

Um den allgemeinen Fall zu behandeln, stellen wir folgende Defi- 
nition auf. 

Definition. Zwei holoedrisch isomorphe Untergruppen § und ’ 
einer Gruppe heiBen zentral isomorph, wenn es eine holoedrisch iso- 
morphe Zuordnung X - X’ der Elemente von § und 6’ gibt, derart, 
daB X X’-1 zum Zentrum der Gruppe gehort. 

Falls die Gruppen § und §’ nicht Abelsch sind, so besitzen sie 
doch wenigstens einen Normalteiler gemeinsam, dessen Faktorgruppe 
Abelsch ist, denn setzt man X’ = XA, so gehért A zum Zentrum und 
die samtlichen Multiplikatoren A, die auftreten, wenn X’ alle Elemente 
von §’ durchlauft, bilden eine Abel/sche Gruppe, die mit § und §’ iso- 
morph ist. Diejenigen Elemente, fiir die X = X’ ist, entsprechen dem 
Einheitselement derselben, ist ferner X’= XA und Y’=YB, so gilt 
(OY ae CY = XVAB. 

Der von Maclagan-Wedderburn} aufgestellte und von Remak? zuerst 
volistandig bewiesene Satz lautet nun: 

Satz 118. Sind zwei verschiedene Zerlegungen einer Gruppe in un- 
zerlegbare Gruppen gegeben, so 1st die Anzahl der Faktoren gleich und 
zu jedem Faktor der einen Zerlegung gibt es einen Faktor der anderen, der 
mit thm zentral 1somorph ist. 

Beweis?®. Es sei 

G= Di X De X-°° X H = KR XK KX --- x RK. 

Wenn wir zeigen kénnen, daB zwei nicht-Abelsche Faktoren, etwa 
, und &,, zentral isomorph sind, so ist der Satz sofort bewiesen, unter 
Anwendung vollstandiger Induktion. Denn seien ${ und &{ die Zentren 
von , und &,, so wird 

DIX GX °° XH = RX RX? xX &, 
‘und da diese Gruppe von niedrigerer Ordnung als & ist, so kann man fiir 
sie das Theorem voraussetzen. Die Zentren sind in beiden Fallen dieselben. 

Alles kommt also darauf an, zwei zentral isomorphe Faktoren auf- 
zufinden, die nicht Abelsch sind. Es sei §, ein nicht-Abdelscher Faktor 
unserer Zerlegungen von grofter Ordnung. 

1. Fall. Dive erste Zerlegung enthalt auBer ), noch einen nicht-Abel- 
schen Faktor. Die Konstituenten von §, in ®; bilden eine Untergruppe 


1 Maclagan-Wedderburn: On the direct product in the theory of finite groups. 
Ann. Math. II. ser. Bd. 10, S. 173. 

2 Remak, R.: Crelles Journ. Bd. 139 (1911), S. 293 und: Uber die Zerlegung der 
endlichen Gruppen in direkte unzerlegbare Faktoren, Sitzgsber. physiko-math. 
Ges. Kiew 1913. 

3 Dieser Beweis stammt von O. Schmidt: Sur les produits directes. Bull. Soc. 
math. France Bd. 41 (1913), S. 161. 
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&, von &;. Das direkte Produkt dieser Untergruppen enthalt §, und 
enthalt daher §, als unzerlegbaren Faktor 


RP SOR, KPTHR KR Hye KO = ' Gt 


Alle Elemente von § sind mit denjenigen von §, vertauschbar und 


daher auch mit deren Konstituenten, den Elementen von ®;, %3,..., ®;. 
Also gehért § zum Zentrum von 
D1 x D = &’, 


und diese Gruppe ist eigentliche Untergruppe von ©, da sie nur einen 
nicht-Abelschen Faktor §, enthalt. , ist daher zentral isomorph mit 
einem Faktor &; von &’. Da aber §, von héchster Ordnung ist, so 
muB8 dieser Faktor mit einer der Gruppen 8; selber iibereinstimmen, 
womit der Satz im ersten Fall bewiesen ist. 

2. Fall. §, ist der einzige nicht-Abelsche Faktor der ersten Zerlegung. 
Es sei ®, ein nicht-Abelscher Faktor der zweiten Zerlegung und §}, 
$2,..-, ©, seien die Untergruppen seiner Konstituenten in §,,..., §,. 
Wiederum wird 


by Oe < B= 8 R= 6? 


Wenn §; = $,, so ist §, zentral isomorph mit &,, denn die ibrigen 
§;(¢>1) gehoéren zum Zentrum und §, ist von gréBter Ordnung. 
Wenn §; eigentliche Untergruppe von §, ist, so ist auch W’ nicht 
identisch mit © und &, wird zentral isomorph mit einer Untergruppe 
¢ von §; (Fall 1). Da aber die Ordnung von §; héchstens gleich 
der Ordnung von 8, ist, so wird $i = ;. In gleicher Weise be- 
trachten wir die Komponente von §; in ®, und finden, daB sie zentral 
isomorph mit §; ist, also mit &, selber iibereinstimmt. Daraus folgt 
nun weiter, daB in der zweiten Zerlegung ®, x R, x --- X SK, der erste. 
Faktor &, durch §; ersetzt werden kann, und wir erhalten 


Bere est ere RU OX Be KT Oe Dane x, Ho: ? a XRD eG, 
Da §; Untergruppe von §, ist, so folgt aus der mittleren Zerlegung, daB 


i= $1 x & 
wird, wo & der groBte gemeinsame Teiler von $, mit ®, x ®3 x ++: X KR, 
ist. Da §, unzerlegbar ist, so wird R=E und §,= $; weniteal iso- 


morph mit &. 

Aus der Bemerkung auf S. 134 folgt, daB die Kommutatorgruppe 
bei simtlichen Zerlegungen die namliche Zerlegung erfahrt. Wir machen 
hier auf einen eigentiimlichen Duwalismus zwischen dem Zentrum und 
der Faktorgruppe des Kommutators aufmerksam, den man am deut- 
lichsten durch Herbeiziehung des Korperbegriffs klar machen kann: 

Zwei Zerlegungen einer Gruppe in unzerlegbare teiler- 
fremde Faktoren unterscheiden sich nur in der Mexbeilang 
des Zentrums. 
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Zwei verschiedene Arten, einen Galoisschen K6orper aus 
unzerlegbaren teilerfremden Galoisschen Korpern zusam- 
menzusetzen, unterscheiden sich nur in der Verteilung der 
Unterkoérper mit Abelscher Gruppe. 

Die beiden Satze driicken im nicht-Abelschen Fall zwei vdllig ver- 
schiedene Eigenschaften aus. 

Beispielsweise lautet der zu Satz 117 duale so: 

Eine Gruppe, die mit threr Kommutatorgruppe identisch ist, lapt 
sich auf eine und nur eine Weise in unzerlegbare Faktoren zerlegen. 


10. Kapitel. 
Monomiale Gruppen. 
§ 45. Monomiale Gruppen. 


Eine wichtige Verallgemeinerung der Permutationsgruppen bilden 
die monomialen Gruppen. Sie médgen gleichzeitig hier als Ubergang 
zu den allgemeinen linearen Substitutionsgruppen dienen. 

Definition. Eine menomiale Substitution von mn Variablen geht 
aus einer Permutation hervor, wenn die Variablen noch mit einem 
Faktor versehen werden. 

Ist dieser Faktor bei allen Variablen gleich 1, so ist die Substitution 
eine Permutation. Wir definieren nun die Zusammensetzung zweier 
solcher Substitutionen: Wenn bei der ersten, P, die Variable x, iiber- 
gefiihrt wird in ax;, bei der zweiten, Q, x; in bx,, so soll die zusammen- 
gesetzte Substitution PQ die Variable x, in abx, iiberfiihren. Als Bei- 
spiel geben wir die folgende Substitution an 


4, 4s 
1 : 
Ox, = % 
a | 


a kann hierbei als eine beliebige reelle oder komplexe von 0 verschiedene 
Zahl angenommen werden. Ubt man diese Substitution zweimal aus, 
so erhalt man die identische Substitution, welche x, und %, in sich selbst 
berfiihrt. 


Definition. Unter einer monomialen Gruppe versteht man ein 
System von monomialen Substitutionen, die nach der angegebenen 
Zusammensetzung eine Gruppe bilden. 


Zu jeder monomialen Substitution gehért eine bestimmte Permu- 
tation der » Variablen, die man dadurch erhalt, daB man die Faktoren 
gleich 1 setzt. Ordnet man jeder Substitution die entsprechende Per- 
mutation zu, so bilden diese letzteren eine mit der monomialen Gruppe 
isomorphe Permutationsgruppe. “Der identischen Permutation ent- 
sprechen hierbei diejenigen Substitutionen, welche die Variablen bloB 
mit einem Faktor versehen, sie aber nicht permutieren. Hieraus folgt der 
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Satz 119. Diejenigen Substitutionen einer monomialen Gruppe, welche 
die Variablen nicht permutieren, bilden einen Abelschen Normaltetler. 

DaB namlich zwei derartige Substitutionen miteinander vertausch- 
bar sind, ist ohne weiteres ersichtlich, weil die Multiplikation von Zahlen 
dem kommutativen Gesetz gehorcht. 

Wir haben oben gesagt, daB die Faktoren beliebige Zahlen sein 
kénnen, aber wir miissen nun bedeutende Einschrankungen machen. 
Die Substitution P mége x, in ax, iiberfiihren. Ihre Ordnung sei n, 
dann bleibt x, bei P” ungedndert. Andererseits sieht man, da8 diese 
selbe Potenz x, in a”x, iiberfiihrt, und hieraus folgt, daB 1 = a”, also 
a eine n-te Einheitswurzel ist. Dieser Satz 1a8t sich noch weiter ver- 
allgemeinern. Man kann monomiale Substitutionen in Zyklen zerlegen, 
ahnlich wie die Permutationen. Man beginnt zu dem Zweck mit einer 
Variablen, z.B. x,, und sucht, in welche neue Variable sie tibergeht. 
Mit dieser neuen Variabien verfahrt man gleich und kommt schlieB- 
lich zu der alten mit einem Faktor versehenen Variablen zuriick. Als 
Beispiel nehmen wir die folgende Substitution 

( % Xa 4 
USGS DE TOL I 
Diese bildet einen dreigliedrigen Zyklus. Wir bilden nun ihre dritte 
Potenz. Man sieht, daB sie keine Permutation der Variablen bewirkt, 
sondern bloB eine Multiplikation der samtlichen Variablen mit a-b-c. 
Ist nun die Ordnung der Substitution 3.n, so muB abc eine primitive 
n-te Einheitswurzel sein. Hieraus folgt. der 

Satz 120. Builden r unter den Variablen einer Substitution einer end- 
lichen monomialen Gruppe einen Zyklus in der zugehorigen Permutation, 
so ist das Produkt der bei thnen auftretenden Faktoren eine Einheitswurzel. 
Die Ordnung der Substitution ist durch rn teilbar, wober n den Grad dieser 
Einhettswurzel bedeutet. (Sie ist insbesondere genau gleich rn, wenn bet 
der Substitution jede der iibrigen Variablen nicht permutiert wird und als 
Faktor eine Einhettswurzel erhdlt, deren Grad ein Teiler von n ist.) 

Wir betrachten von jetzt an nur transitive Substitutionsgruppen, 
d.h. solche, bei denen die Variable x, in eine beliebige andere mit 
einem Faktor versehene Variable iibergefiihrt werden kann. 

Diejenigen Substitutionen, welche eine bestimmte Variable x, nicht 
permutieren, sondern nur mit einem Faktor versehen, bilden eine 
Untergruppe &, deren Index gleich der Anzahl der Variablen ist. 

Unter den Substitutionen von & hinwiederum bilden diejenigen, 
welche x, in %, tiberfiihren (fiir welche der Faktor 1 ist), eine Unter- 
gruppe §. ist Normalteiler von &, und die Faktorgruppe / ist 
zyklisch. Denn jede Substitution aus ® wird x, mit einem Faktor a 
versehen, und dieser Faktor ist nach Satz 120 eine Einheitswurzel. 
Man kann daher jeder Substitution aus & diese Substitution von 2%, 
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zuordnen und erhalt so eine mit ® isomorphe Gruppe von Substitu- 
tionen einer Variablen. Der identischen Substitution entsprechen hier- 
bei die Substitutionen von §. Nun ist aber eine Substitutionsgruppe 
in einer Variablen stets zyklisch, denn es gibt iiberhaupt nur ” Sub- 
stitutionen, deren u-te Potenz die identische Substitution ist, namlich 

x =ee G05 2— 1, 
wobei € eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Es kann daher in &/§ 
nicht zwei zyklische Untergruppen von derselben Ordnung geben, und 
hieraus folgt nach den Satzen tiber Abelsche Gruppen unsere Be- 
hauptung. 

Wir wollen nun zeigen, wie man zu einer gegebenen Gruppe © 
monomiale Darstellungen findet. Sei P ein Element von der Ord- 
nung ~ und § die durch P erzeugte zyklische Gruppe. Ferner sei die 
Gruppe & in Nebengruppen zerlegt 

G@= 8+ PI,+-:-+ PL, 

Wir bilden jetzt rein formal die folgenden Ausdriicke 
E+eP+e?P?+---+ 61 Pe}, 

(E+eP+FP?+--- pet Peyi= i+ ePT,4+ --+e2'R 7, 


Sion er Reka oe Seu yen Ome 


wobei « eine beliebige m-te Einheitswurzel bedeutet. 

Multipliziert man den ersten Ausdruck rechts mit P’, so reprodu- 
ziert er sich mit dem Faktor «~’ versehen. Um nun zu untersuchen, 
was bei der Multiplikation mit dem beliebigen Element T aus den Aus-' 
driicken wird, betrachten wir das bestimmte Beispiel 

(E+eP+---+ e-1P*-})7,T. 

Wir suchen diejenige Nebengruppe von ‘$8 aus, die 7;7 enthalt. 

Sei 7;T = P’T,, dann.wird das Produkt zu 
ev(E +eP+---++ e*-1P"-}) T,,. 

Die rechtsseitige Multiplikation mit T hat also zur Folge, daB jeder 
der oben gebildeten Ausdriicke in einen ebensolchen Ausdruck mit 
einem Faktor versehen tibergeht. Da ferner aus 7;7 = P’T, und 
T, T= P"T, folgt T,T,1= P’T,T,1P-", so gehen zwei verschie- 
dene der Ausdriicke bei Multiplikation mit ZY in verschiedene mit 
Faktoren versehene Ausdriicke tiber, d.h. die m Ausdriicke erfahren 
eine monomiale Substitution. 

Man kann noch allgemeinere Darstellungen definieren. Sei & irgend- 
eine Untergruppe von ©, die einen Normalteiler § mit zyklischer Faktor- 
gruppe besitzt. Ferner sei 

G=RK+RT4+:°-°-4+ KT,, 
und 


R= H+ HP +--+ HPO 
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Wir bilden die ahnlich wie friiher gebauten Ausdriicke 
D+ eh ee DP 


(O+eHP+---+e "HPT, 
Multipliziert man sie rechts mit T, so erfahren auch sie eine mono- 
miale Substitution; denn sei wiederum 7;7 = KT, und K=AHP*’, 
wobei K ein Element aus & und H ein Element aus § bedeutet, so wird 


(G+eHP +--+ GOP) TT 
=e" (H+eHP +. +e HP)T, 

Rechtsseitige Multiplikation mit T wird also auch diese Ausdriicke 
mit einem Faktor versehen und untereinander vertauschen, da sie ja 
aus den Elementen je einer Nebengruppe von & gebildet sind. Man 
erhalt so wiederum eine monomiale Darstellung von & und zeigt leicht, 
daB, falls e eine primitive n-te Einheitswurzel ist, die identische Sub- 
stitution von denjenigen Elementen geliefert wird, die § und seinen 
konjugierten Gruppen gemeinsam sind. Ist also 9 der groBte in 
enthaltene Normalteiler von &, so ist die monomiale Darstellung holo- 
edrisch isomorph mit ©/%. 


§ 46. Herstellung samtlicher monomialen Gruppen. 


Aus jeder monomialen Gruppe kann man in folgender Weise durch 
Einfiihrung neuer Variablen beliebig viele weitere bilden. 
Man setze 


Vg yh yicteeg Ney marl Mn (4, 42 0, 2% Faget 0). 

Wird bei einer beliebigen Substitution x; tibergefiihrt in e€%;, so 
geht a;x; tiber in a;e x;, d.h. y; wird ebenfalls in ey; tibergefiihrt. Geht 
dagegen x; iiber in ax,, so geht a,x, tiber in a,;a x,, d.h. y,; wird tiber- 


gefiihrt in a: :. y,. Auch die Variablen y erfahren also eine monomiale 


Substitution, man nennt sie eine mit der urspriinglichen dquivaulente 
Gruppe. 

Wir betrachten nur transitive Gruppen und wollen nun untersuchen, 
ob man durch eine geeignete Transformation eine besonders einfache 
Gestalt derselben erhalten kann. Wiederum sei § die Untergruppe 
derjenigen Substitutionen, die x, ungedndert lassen, ® mége die- 
jenigen Substitutionen bezeichnen, die x, bloB mit einem Faktor ver- 
sehen. Dann ist § Normalteiler von & und die Faktorgruppe &/ ist 
zyklisch. Ihre Ordnung sei . Der auftretende Faktor ist dann stets 
eine n-te Einheitswurzel. Nun sei die Zerlegung von & in Nebengruppen 
von & 


G=RK+ARhR4+°°°-4+ RT, 
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diejenige von & nach 
R= H+ HP+-°+ HP". 

Durch die Substitution 7; mdge x, iibergefiihrt werden in a;x,, dann 
fiihren wir als neue Variable ein y;= a,x; fiir jeden Wert von 7 =2, 
3,...,7. Alsdann wird jede Substitution der Gruppe x, = y, tberfiihren 
in e y,, wobei 7 einen der Indices 1,..., und ¢ eine u-te Einheitswurzel 
bedeutet, wahrend 7 von 1 bis 7 lauft. 

Wir bilden nunmehr die Ausdriicke 

(See HP eo OP) 7; (ee oe eee 
und behaupten, daB unsere auf die Substitutionen der y transformierte 
monomiale Gruppe identisch ist mit der durch rechtsseitige Multipli- 
kation dieser Ausdriicke entstehenden monomialen Darstellung. 

Zum Beweis betrachten wir eine beliebige Substitution U der Gruppe. 
Sie mége y, tiberfiihren in ay,. Dann wird 7;U die Variable y, in ay, 
tiberfiihren. Hieraus folgt, daB a eine Potenz von «, etwa e~’ ist. T;U 
1aBt sich infolgedessen in der Gestalt schreiben H P’T,, wobei H in § 
ist. Es wird also 

U=7;'H PT,. 

Multiplizieren wir nun andererseits den 7-ten unserer Ausdriicke, 

der der Variablen y; zugeordnet ist, mit U, so erhalten wir 

(Oe OP +>.) 7, (7 PT) eG OOP ae) ig, 
Hiermit ist gezeigt, daB die rechtsseitige Multiplikation mit U gerade 
diejenige monomiale Substitution erzeugt, welche in der monomialen 
Gruppe mit U bezeichnet worden ist. Wir fassen das Resultat in den 
folgenden Satz zusammen: 

Satz 121. Jede transitive monomiale Gruppe laBi sich so transformieren, 
dap sie mit ener durch Untergruppen nach der Methode von § 45 erzeugten 
monomialen Gruppe tdentisch ist. 

Insbesondere ergibt sich hieraus, daB es zu jeder monomialen Gruppe 
eine dgquivalente gibt, deren Faktoren sdmtlich Einhettswurzeln sind. 


§ 47. Ein Satz von Burnside. 


Aufs engste verwandt mit den monomialen Gruppen sind die Ver- 
lagerungen einer Gruppe nach einer Untergruppe. Es sei § eine Unter- 
gruppe von & und 7,, 75,..., Z;, seien die Reprasentanten der Neben- 
gruppen von §. Ist nun TJ ein beliebiges Element von @, so wird 
T;T = HT,. Die Elemente 7; erfahren daher nach rechtsseitiger Multi- 
plikation mit T eine Permutation verbunden mit einer linksseitigen 
Multiplikation mit einem Element der Untergruppe §. Dies kann auf- 
gefaBt werden als eine monomiale Substitution, bei der die Faktoren 
nicht Zahlen, sondern Elemente aus § sind. Man sieht unmittelbar, 
daB diese Substitutionen eine Darstellung von @& bilden. Wenn die 
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Gruppe § Abelsch ist, so kann man das Produkt der Faktoren in einer 
Substitution bilden und erhalt so jeder Substitution ein Element von 
§ zugeordnet, wobei dem Produkt zweier Substitutionen das Produkt 
der zugeordneten Elemente entspricht. Die Abbildung ist daher eine 
mit & homomorphe Gruppe. 

Wir beweisen nun den tiberaus wichtigen 

Satz 122 von Burnside1. Ist eine Sylowgruppe ‘8 von der Ordnung p* 
wm Zentrum thres Normalisators enthalten, so enthalt die Gruppe einen 
Normaltetler vom Index p*. Die Ordnung der Kommutatorgruppe ist zu 
p prim. 
| Beweis. Wir verlagern die Gruppe & auf die Sylowgruppe ‘$8. Um 

das auszufiihren, zerlegen wir & nach dem Doppelmodul (8, $8). Nach 
Satz 66 liefert der Normalisator diejenigen Komplexe ‘8 T $8, welche 
nur aus einer Nebengruppe von %§ bestehen, die iibrigen Komplexe 
bestehen aus Nebengruppen von 58, deren Anzahl eine Potenz von p 
ist nach Satz 64. Liegt T im Normalisator von $$ und ist P ein beliebiges 
aber festes Element der Ordnung # aus $8, so wird TP=PT. Der 
Faktor in der Substitution ist daher P selber und die Variable T bleibt 
fest. Nun nehmen wir an, daB %§ T $$ mehr als eine Nebengruppe von 
§§ enthalt. Dann haben wir zwei Falle zu unterscheiden. Entweder 
es git TP=P’T, wo P’ in $ liegt. Dann ist P’ ebenfalls von der 
Ordnung #, weil P’= T PT~—' ist. Nun ist aber die Anzahl der Neben- 
gruppen in $8 T $8 eine Potenz von p und alle Nebengruppen liefern den- 
selben Faktor, da ja ihre erzeugenden Elemente allgemein T P’ sind, wo P’ 
in der Abelschen Gruppe $$ liegt. Infolgedessen ist der Beitrag an das 
Faktorenprodukt aus unserem Komplex =£. Wenn aber keine Glei- 
chung der Gestalt T P= P’T besteht, so werden die Nebengruppen 
in 8 J $% zyklisch vertauscht und die Lange aller Zyklen ist genau #. 
Greifen wir einen solchen Zyklus heraus, so wird seine p-te Potenz eine 
Substitution, welche keine Vertauschung mehr bewirkt, vielmehr werden 
alle Nebengruppen mit demselben Faktor, namlich dem Produkt aller 
Multiplikatoren des Zyklus multipliziert. Da diese f-te Potenz aber 
E sein muB, so ist das Produkt der Faktoren E. 

Fassen wir alles zusammen, so ergibt sich fiir das Produkt aller 
Faktoren P’, wo y den zu p primen Index von 8 unter dem Normali- 
sator bedeutet. Bei der Verlagerung wird daher kein Element der Sylow- 
gruppe auBer EF auf E abgebildet und & ist homomorph mit der vollen 
Sylowgruppe. ® enthalt daher einen Normalteiler, dessen Index gleich 
der Ordnung der Sylowgruppe ist und dessen Faktorgruppe einstufig 
isomorph mit der Abelschen Sylowgruppe ist, womit der Satz bewiesen ist. 

Die Umkehrung des Satzes 122 ist leicht zu beweisen: Wenn die 
Ordnung der Kommutatorgruppe von & zu # prim ist, so ist die Sylow- 
gruppe der Ordnung #* im Zentrum ihres Normalisators erhalten. Wir 


1 Burnside: Theory of groups of finite order, 2. ed. S. 327. Cambridge 1911. 


142 10. Kapitel: Monomiale Gruppen. 


transformieren namlich ein Element P von $ durch ein Element des 
Normalisators, dann entsteht ein Element aus $8. Daraus folgt, daB 
die Kommutatoren eines Elementes aus {$ mit einem Element des Nor- 
malisators von $8 wieder in $8 liegen. Da sie ferner in der Kommutator- 
gruppe von ® liegen und deren Ordnung zu p prim ist, so miissen sie 
E sein. 

Eine Fiille von wichtigen Folgerungen lassen sich aus diesem Satz 
ableiten. 

Satz 123. Eine Gruppe, deren Sylowgruppen zyklisch sind, ist auf- 
lésbar und besitzt einen Normaltetler, dessen Index dem kleinsten Prim- 
faktor gleich ist. 

Beweis. Es sei p die kleinste in der Ordnung der Gruppe aufgehende 
Primzahl und die zugehérige Sylowgruppe habe die Ordnung #%. Ihre 
Automorphismengruppe hat die Ordnung #*~'(p—1). Daher liegt die 
Sylowgruppe im Zentrum ihres Normalisators, denn ihr Index unter 
dem Normalisator ist zu # prim und enthalt nur Primfaktoren, die 
groBer als » sind und daher nicht in —1 aufgehen kénnen. Daher 
besitzt die Gruppe einen Normalteiler, dessen Index gleich #* und dessen . 
Faktorgruppe zyklisch ist. 

Satz 124. Bezeichnet 8 eine Sylowgruppe von &, deren Ordnung 
p* ist, und ist jedes Element von &, dessen Ordnung zu p prim ist, mit 
jedem Element von SB vertauschbar, so ist © das direkte Produkt von B 
und einer Untergruppe, deren Ordnung. zu p prim ist. 

Beweis. Die Ordnung der Gruppe sei £*/ und # sei prim zu p. Ferner 
sei § die Untergruppe aller Elemente, welche mit jedem Element von: 
%$ vertauschbar sind. Ihre Ordnung ist durch # teilbar, denn alle Sylow- 
gruppen, welche nicht zu # gehoéren, sind nach Voraussetzung in § ent- 
halten. Nun liegt die p- Sylowgruppe von § im Zentrum ihres Normali- 
sators und § enthalt eine Untergruppe von der Ordnung 4. Ihre Neben- 
gruppen in & kénnen durch die Elemente der 4- Sylowgruppe erzeugt 
werden und weil diese Elemente mit jedem Element jener Untergruppe 
nach Voraussetzung vertauschbar sind, so ist sie Normalteiler. Da auch 
die ~-Sylowgruppe Normalteiler ist, so ist der Satz bewiesen. 

Satz 125. Die Ordnung einer nichizyklischen einfachen Gruppe ist 
stets durch das Quadrat thres kleinsten Primfaktors teilbar. 

Denn sonst ware die Sylowgruppe, die zu diesem kleinsten Prim- 
faktor gehért, im Zentrum ihres Normalisators enthalten und die Gruppe 
ware verschieden von ihrer Kommutatorgruppe. 

Hieraus 1aBt sich leicht beweisen, daB die Ordnung einer einfachen 
Gruppe, falls ste gerade ist, stets durch 4 teilbar sein muB und, falls sie 
durch 4, aber nicht durch 8 tetlbar ist, stets den Tetley 12 hat. Denn in 
diesem letzteren Fall ist jede Sylowgruppe von der Ordnung 4 Abelsch. 
Sie muB vom Typus (2, 2) sein, da ihr Normalisator einen vom identi- 
schen verschiedenen Automorphismus von ungerader Ordnung liefern 
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muB8. Dies ist im zyklischen Falle nicht mdéglich, dagegen im andern 
Falle gibt es einen Automorphismus von der Ordnung 3. Die Ordnungen 
aller bisher bekannten nichtzyklischen einfachen Gruppen sind durch 
12 teilbar. 

Mit Hilfe des Satzes 125 kann man zeigen, daB es nur eine einfache 
Gruppe von der Ordnung 60 gibt, denn hier muB jede Sylowgruppe 
von der Ordnung 4 als Normalisator eine Gruppe von der Ordnung 12 
haben, deren Typus leicht bestimmt werden kann. Sind namlich P 
und Q die Basiselemente der Sylowgruppe, so da8B 


Pree Oban kh, PO 0P; 
und ist ferner R von der Ordnung 3, so gelten die Beziehungen 
Rewer =O Pek OR FO. 
Da die einfache Gruppe diese Untergruppe vom Index 5 besitzt, 
so kann sie holoedrisch isomorph als Permutationsgruppe von 5 Variabeln 


dargestellt werden und ist daher mit der alternierenden Gruppe von 
5 Variablen identisch. 


11. Kapitel. 
Darstellung der Gruppen durch lineare 


homogene Substitutionen. 


Die folgende Theorie der Darstellungen von Gruppen durch Sub- 
stitutionen ist bei weitem das wichtigste und am weitesten entwickelte 
Gebiet der Gruppentheorie. Sie ist von G. Frobenius geschaffen worden 
und hangt aufs engste zusammen mit der Theorie der hyperkomplexen 
GréBen, in der namentlich Molien (Math. Ann. Bd. 41 und 42) grund- 
legende Resultate erzielt hatte. Die Arbeiten von Frobenius aus diesem 
Gebiet sind sdmtlich in den Berliner Sitzungsberichten erschienen und 
wir geben hier ihre Titel: 3 


Uber vertauschbare Matrizen, S. 601—614, 1896. — Uber Gruppencharaktere, 
S. 985—1021, 1896. — Uber die Primfaktoren der Gruppendeterminante, S. 1343 
bis 1382, 1896; do. II, S. 401—409, 1903. — Uber die Darstellung der endlichen 
Gruppen durch lineare Substitutionen, S. 994—1015, 1897; do. II, S. 482—500, 
1899. — Uber Relationen zwischen den Charakteren einer Gruppe und denen 
ihrer Untergruppen, S. 501—515, 1898. — Uber die Komposition der Charaktere 
einer Gruppe, S. 330—339, 1899. — Uber die Charaktere der symmetrischen 
Gruppe, S. 516—534, 1900. — Uber die Charaktere der alternierenden Gruppe, 
S. 303—315, 1901. — Uber auflésbare Gruppen, S. 337—345, 1893; do. II, 
S. 1027—1044, 1895; do. III, S. 849—857, 1901; do. IV, S. 1216—1230, 1901; do. V, 
S. 13241329, 1901. — Uber Gruppen der Grade p oder p +1, S. 351—369, 
1902. — Uber primitive Gruppen des Grades m und der Klasse »—1, S. 455 
bis 459, 1902. — Uber die charakteristischen Einheiten der symmetrischen Gruppe, 
S. 328—358, 1903. — Uber die Charaktere der mehrfach transitiven Gruppen, 
S. 558—571, 1904. — Uber die reellen Darstellungen der endlichen Gruppen, 
gemeinsam mit I. Schur, S. 186—208, 1906. — Uber die Aquivalenz der Gruppen 
linearer Substitutionen, gemeinsam mit I. Schur, S. 209—217, 1906. — Uber die 
mit einer Matrix vertauschbaren Matrizen, S. 3—15, 1910. 
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Die wichtigsten friiheren Resultate von Frobenius wurden unabhangig 
von Burnside wiedergefunden. Letzterem verdankt man eine Reihe 
der wichtigsten Anwendungen der Theorie sowie deren klassische 
Darstellung in seiner Theory of groups of finite order, second edition, 
Cambridge 1911, auf die wir fiir die Zitate seiner Arbeiten verweisen. 

Als dritter. erfolgreicher Bearbeiter ist J. Schur zu erwahnen, dessen 
wichtigste Arbeiten aus diesem Gebiet die folgenden sind: 


Neue Begriindung der Theorie der Gruppencharaktere, Berl. Ber. 1905, S. 406 
—432. — Arithmetische Untersuchungen iiber endliche Gruppen linearer Sub- 
stitutionen, Berl. Ber. 1906, S. 164—184. — Uber Gruppen linearer Substitutionen 
mit Koeffizienten aus einem algebraischen Zahikérper, Math. Ann. Bd. 71 (1912), 
S. 355—367. — Uber die Darstellung der endlichen Gruppen durch gebrochene 
lineare Substitutionen, Crelles Journ. Bd. 127 (1904), S. 20—50 und Bd. 132 (1907), 
S. 85—137. — Uber die Darstellung der symmetrischen und der alternierenden 
Gruppe durch gebrochene lineare Substitutionen, Crelles Journ. Bd. 139 (1911), 
S. 155—250. 


§ 48. Substitutionen. 


Definition. Eine lineare homogene Substitution vom Grade n 
besteht aus » Gleichungen von der Gestalt 

Ky = Ay X + Ayo Xp + °° + Ay Xy 

4g = Agy % + Agg %2 ++ °° + Gan Xq 


(1) 


Kn = On % + Ana Xe + °° Fann Xn 


Sie ist eindeutig bestimmt durch das quadratische Schema, die Matria 
der Koeffizienten 


Ani ane ** Ann 


die wir nach Kronecker mit (a;,) bezeichnen. Die Determinante D = |a,,) 
heiBt die Determinante der Substitutton. Ist sie von 0 verschieden, 
so lassen sich die Gleichungen (1) folgendermaBen nach %,,..., x, 
aufldsen 

D x = Ay %{ + Ag %g+°°* + Ani Xm 

D %_ = Ajy X{ + Ago x3 + +++ + Ano Xn 


D Xp = A,X} ors Ag nX3 al Anta: 


Hierbei bedeutet allgemein A;, die Unterdeterminante von a,, in A. 

Diese neue Substitution heiBt die inverse zu A und wird mit A-} be- 
: : A; 

zeichnet. Sie entsteht aus (3) durch Vertauschung der Zeilen mit 


den Kolonnen, d.h. durch Transposition. 
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Um in einer Funktion der Variablen x,,..., x, die Substitution A 
auszufiihren, hat man diese Variablen durch die rechten Seiten von (1) 
Zu eersetzen, dh. man hat aus-/(%,,..0..0%,) Zu -bilden .f (%j, . .«5 %) 
und x;,.:., *, mit Hilfe der Gleichungen (1) durch die linearen Funk- 
tionen der x auszudriicken. Dies ist die genaue Verallgemeinerung 
des Begriffs: Permutation der Variablen. Insbesondere erhalt man 
die rechten Seiten von (1), indem man auf die Variablen %,..., %, 
die Substitution A ausiibt. 

Ist eine zweite Substitution mit der Matrix B= (b;,) gegeben, so 
kann man sie auf die » linearen Funktionen der rechten Seite von (1) 
ausiiben. Diese gehen alsdann wiederum iiber in lineare Funktionen 


“von x,,..., x, und wir erhalten eine neue Substitution, das Produkt A B 
von A und B. Bezeichnet man sie mit C = (c;,), so wird 
n 
Cin Dari bre (t,2=1,2,..5,0), 
3) 


d.h. C entsteht aus A und B, indem man die Zeilen von A mit den 
Kolonnen von B komponiert. AA wird durch A?* abgekiirzt und ent- 
sprechend werden die hdheren ,,Potenzen‘‘ von A mit A’ bezeichnet. 
Die Determinante von (c;,) wird gleich dem Produkt der Determinanten 
von (a;,) und (b;,) 

lesa | =|@sal-| Ove]. 
Die Zusammensetzung von A mit A7! ergibt die Einheitsmatria 


E= (6x) Cin =| ea: 


Nunmehr seien m lineare Formen von 4%, %5,..., %, gegeben 


SM to t+ Sin my = N 

he ine Se A (2) 

Sai %y tect + SanX%n = Va 
Die Variablen y,,..., y, werden erhalten, indem man auf die %,..., x, 
die Substitution S = (s;,) ausiibt. Die Matrix S habe eine von 0 ver- 
schiedene Determinante. Ubt man auf die Variablen %,,..., x, die 
Substitution A aus, so erfahren auch die y,,..., y, eine solche, denn 
jede Linearform der m Variablen x,,..., x, laBt sich durch die 1 linear 
unabhangigen Formen y,,..., y, linear ausdriicken. Man findet sie 
in folgender Weise: Ubt man in den linken Seiten von (2) auf die 
Variablen x, die Substitution A aus, so erhalt man neue Linearformen, 
deren Matrix durch SA gegeben ist.’ Diese hat man durch die Variablen 
y; auszudriicken, d. h. man hat die Variablen x; durch die, Linearformen 
S-l(y), die man durch Auflésung von (2) nach den Variablen x; erhalt, 
zu ersetzen. Die Matrix dieser Linearformen der y ist SA S~'. So erhalt 
man den fiir das Folgende fundamentalen 


Speiser, Gruppentheorie. 3. Aufl. 10 
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Satz 126. Ubt man auf die Variablen x,,..., %, in den n Gleichungen 


Sy %+ 72° Sin Xn — Vy 
PS ar Re PCPA 7 yO ee I ot == (534); 


| Sik | = 0 
die Substitution A aus, so erfahren die n Variablen yy,..., V, die Sub- 
stitution SAS}. 

SAS7—! heiBt die durch S-! aus A transformierte Matrix. 

Ineinander transformierbare Matrizen heiBen dguivalente Matrizen. 

Nunmehr sei A eine Matrix, von der eine bestimmte Potenz die 
Einheitsmatrix E ergibt. Der kleinste Exponent a, welcher der 
Gleichung geniigt A* = E, heiBt die Ordnung von A. Offenbar bilden 
A, A2,...,A*=E eine zyklische Gruppe von der Ordnung a.» Wir 
beweisen nunmehr den 

Satz 127. Jede Matrix von endlicher Ordnung laBt sich in eine 
Diagonalmatrix transformeren, d.h. in eine Matrix von der Gestalt 
(cjz), WO C;,=0 fiir 1==k, ber der also alle Koeffizienten auBerhalb der 
Hauptdiagonale 0 sind. Ist a die Ordnung der Matrix, so geniigen die 
Koeffizienten c;; der Gleichung c?; = 1. 

Beweis. Man iibt auf x, der Reihe nach die Substitutionen 
E, A, A?,...,A*! aus und erhalt so a lineare Formen 


Yi = %, Yeor---> Va- 


Versteht man unter € eine primitive a-te Einheitswurzel, so bildet man 
weiter die a Linearformen ' 


Mich Ye Ti Y3 ib vig. Ya = 2% 

oe RC ts Gime i ey Me weg 

Yup ey ap Oe Ne Esc en ay eee 

Sgt: Pda Oe Ng bet epee On eee 
Ihre Summe ist = @ 4. ; 


Z, +++, %q—1 Sind Linearformen von x,,..., x, Ubt man nun auf die 
Variablen x die Substitution A aus, so erfahren y,,..., y, eine .zykli- 
sche Vertauschung, indem allgemein y, iibergeht in y,;,, (y, in y,). Daher 
bleibt z) ungedndert und z; geht iiber in ¢z;. 

Die a Linearformen der x: %,+-++,%q,—1 Verschwinden sicher nicht 
simtlich, denn ihre Summe ist ay,=a@4x,. Aber es kénnen zwischen 
ihnen Beziehungen bestehen. Wir wahlen ein System von linear un- 
abhangigen z aus, so daf alle tibrigen sich linear durch sie ausdriicken 
lassen. Zu dem Zweck beginnen wir etwa mit z9. Ist z; = c - zy (c = const), 
so la4Bt man z, weg, sonst nimmt man z, zu 2. Ist z,=c¢g2 + 2%, 
so 14Bt man z, weg, sonst nimmt man es zu den vorigen. In dieser Weise 
erhalt man ein System von der Art, wie es gesucht ist. Wenn unter 
den a Formen z nicht n linear unabhangige vorkommen, so gibt es noch 
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weitere Formen von %,,..., x,, die sich nicht linear durch 2,..., 2,-1 
ausdriicken lassen. Zum Beispiel kann man hierfiir eine der Variablen 
x wahlen, denn wenn sich alle x durch die z ausdriicken lassen, so gilt 
dasselbe von allen ihren linearen Formen. Wir gehen von einer solchen 
neuen Form yj aus und wiederholen unser Verfahren. Man erhalt so 


2,--++, 24-3, und darunter gibt es gewiB eine Form, die von den Formen 
2,---+,2g-, linear unabhangig ist, denn die Summe ist wiederum aj, 
was nach Voraussetzung von 2,..., 2,-; linear nicht abhangt. Nimmt 


man die unabhangigen zu den friiher ausgewahlten und setzt das Ver- 
fahren fort, so gelangt man schlieBlich zu 7 linear unabhangigen Formen 
ty, t,:..,t, der Variablen x,,..., x,, welche samtlich die Eigenschaft 
haben, da8 nach Ausfiihrung der Substitution A die Variable ¢ iiber- 
geht in e*¢. Die Determinante der  Formen t,,..., ¢, ist gewiB von Null 
verschieden, weil sie linear unabhangig sind, und daraus folgt wegen 
Satz 126 unsere Behauptung. 


Definition. Die mit Hilfe der Matrix A = (a;,) gebildete Gleichung 


a4 — t a2 Sais ain 
Ay Aang — bt G2n 0 
ant an 2 ann oil 


heiBt die charakteristische Gleichung von A. Ordnet man sie nach 
Potenzen von ¢, so lauten die beiden héchsten Terme 


(1) tt HY) (tu + Gag + 2+ + any) BO + = 0. 
Die Wurzeln der Gleichung heiBen die charakteristischen Wurzeln der 
Matrix, ihre Summe heiBt der Charakter der Matrix A und wird mit 
(A) bezeichnet. Offenbar ist 
H(A) = 41 + Gog + °° + nn 
also die Spur von A. 
Falls die Matrix die Diagonalform hat, so lautet die Gleichung 


&,—t 0 ie 0 


daher sind die Koeffizienten der Hauptdiagonale die charakteristischen 
Wurzeln. 

Wir zeigen nun, da8 dquivalente Matrizen dieselbe charakteristische 
Gleichung haben. 

Zum Beweis verwenden wir eine neue Symbolik, die Addition 
von Matrizen. Ist A = (a;,) und B= (b;,), so verstehen wir unter 
A+B die Matrix (a;, + 6;,), die man aus A und B erhalt, indem man 


10* 
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jeweils die Koeffizienten an derselben Stelle in A und B addiert. Kombi- 
niert man Addition und Multiplikation, so gilt das Dvstributivgesetz 
(A+ B)C=AC+ BC, C(A+B)=CA+CB. 

Bezeichnet man ferner mit ¢A die Matrix (ta;,), so laBt sich die 

Matrix der charakteristischen Gleichung schreiben 
A—tE. 
Transformiert man sie durch S, so erhalt man 
SMAStEYS =] SHtAS= SOMES: 
Nun ist ¢E mit S vertauschbar und man.erhalt 
S-1(A—t£)S=S1AS—tE. 
Geht man zu den Determinanten iiber, so folgt 
|A—tE|=|S"“'AS—tE 

womit bewiesen ist der 

Satz 128. Zwet Matrizen, die durch Transformation auseinander 
hervorgehen, haben dieselbe charakteristische Gleichung, daher auch die- 
selben chavakteristischen Wurzeln und denselben Charakter. 

Wenn die samtlichen Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
untereinander iibereinstimmen, so hat die Matrix A, falls sie von end- 
licher Ordnung ist, die Diagonalform; denn es gibt eine Substitution S, 
welche der Gleichung geniigt 

S7AAS=cE, 
wobei e die Wurzel der charakteristischen Gleichung ist. Daraus folgt 
At="S, (OEYS Yate k. 


Hieraus kann man leicht zeigen, daB Satz 127 nicht fiir beliebige 
Matrizen gilt, z. B. nicht fiir 
(01) 
Oly 


denn hier sind 1 und 1 die charakteristischen Wurzeln, aber aus 


Met 10 leal : , 5 ; 
S71 f ') S= “ ') folgt t i -- tae was ein Widerspruch ist. Die 


Ordnung dieser Matrix ist nicht endlich. 


, 


§ 49. Substitutionsgruppen. 


Es seien g Matrizen vom Grade » mit nicht verschwindender De- 
terminante gegeben mit der Eigenschaft, daB das Produkt von je zweien 
wiederum eine der g Matrizen ist; dann bilden sie eine Gruppe von 
der Ordnung g. Denn die Eigenschaften J, JJ und JII* sind erfiuilt; 
aus A'B' s="A Cfolgt 7 A=* AWD ata AG also oie Gn 
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Die Permutationsgruppen und die monomialen Gruppen lassen sich 
als Spezialfalle der Substitutionsgruppen auffassen. Zum Beispiel ist 
die Permutation 

% Xp 
i a) 


gleichbedeutend mit der Substitution 


/ 
4 = XQ, 
x5 = X11; 


deren Matrix 3 o) ist. 


Es entstehen nun zwet Fundamentalprobleme: 


1. Gegeben ist eine abstrakte Gruppe. Man soll alle Darstellungen 
derselben durch Matrizen angeben. 


2. Gegeben ist der Grad der Matrizen. Man soll alle endlichen 
Gruppen, welche durch Matrizen dieses Grades dargestellt werden konnen, 
angeben. 


Das erste Problem wird den Gegenstand der folgenden Paragraphen 
bilden. Die Theorie ist von Frobenius entwickelt worden. Das zweite 
Problem ist noch weit von der Lésung entfernt, doch werden wir immer- 
hin einige wichtige Satze zu entwickeln haben. 


Aus jeder Substitutionsgruppe £,A,B,... kann man im allge- 
meinen unendlich viele neue ableiten, indem man die Matrizen durch 
eine feste Matrix transformiert. Die Matrizen 


ee ee a A OT eS, 


bilden in der Tat eine mit FE, A, B,... holoedrisch isomorphe Gruppe, 
denn aus 


Avi Oe Se Ao Sie = mA © = SLC , 


Die Zuordnung A > S-1AS liefert den Isomorphismus. Zwei solche 
Substitutionsgruppen heiBen dgquivalent. Es ist offenbar fiir die beiden 
Probleme nur notig, aus jedem System adquivalenter Gruppen einen 
Repradsentanten zu betrachten. Diese einfachen Uberlegungen gestatten 
bereits, fiir zyklische Gruppen das Problem 1 véllig zu ldsen. Ist 
A, A*,...,A*=E die Gruppe von der Ordnung a, so erhalt man 
eine Darstellung durch Substitutionen vom Grade 1, indem man unter 
A die Substitution x’ = «ex versteht, wobei « eine beliebige a-te Ein- 
heitswurzel bedeutet. Setzt man ¢=1, so erhalt man die identische 
Darstellung x’ = 4%, welche jedem Element die Matrix (1) zuordnet. 
AuBer dieser gibt es noch a—1 weitere, entsprechend den iibrigen 
Wurzeln von %*=1. Ist ¢ eine primitive a-te Einheitswurzel, so kann 


150 11. Kapitel: Darstellung der Gruppen durch lineare homogene Substitutionen, 


man die a verschiedenen Darstellungen vom Grade 1 in folgendes 
Schema bringen 


Ey | id’ is CA eee 
Peotle teal ie) Ae gee 1 
ES ih €s (Dacia ras ox (1) 
y kes 1 ee | gf pe} 
Tee ; 1 e-l | _2(a—1) be e(@-1) (a1) 


Die Einheitswurzeln einer Zeile bilden jeweils eine Darstellung der 
Gruppe, die wir mit J5,... bezeichnen. In dieser Weise angeordnet, 
bilden die a Darstellungen eine quadratische Matrix, eine Tatsache, die 
auch bei allgemeinen Gruppen wiederum zum Vorschein kommen wird. 

Ist nunmehr eine Darstellung J’ von hdéherem Grade gegeben, so 
14Bt sich nach Satz 127 die dem Element A entsprechende Matrix trans- 
formieren auf die Form 


e 0 0 
rae O ee: 0 
0 0 em 


A und seine sémtlichen Potenzen haben die Diagonalform und man be- 
zeichnet diese Darstellung als Summe der n Darstellungen (e"), (€"),..., 
oder in Formeln 


Pal +Dy+o+Te- 


Diese Definition der Summe von Darstellungen hat mit derjenigen 
der Summe von Matrizen nichts zu tun. Offenbar ist der Charakter 
einer Matrix der Summe gleich der Summe der Charaktere der Be- 
standteile. 

Man erhalt nun alle Darstellungen der zyklischen Gruppe, indem 
man die Summe bildet 


Blot eit + e311 =f, (2) 
wobei g; ganze, nicht negative Zahlen sind, und J" durch eine beliebige Sub- 
stitution vom Grade g9+¢,-+:::+g,-; transformiert. IJ,..., [4-1 
heiBen die irreduziblen Darstellungen der Gruppe und die Formel (2) 
besagt, daB I’ den irreduziblen Bestandteil I’; genau g;-mal enthalt. 

Es entsteht nun die Frage, 0b man fiir I’ die irreduziblen Bestand- 
teile angeben kann, ohne I’ auf die Diagonalform zu transformieren. 
Stellt A eine beliebige Matrix von der Ordnung a dar, so ist die Summe 
der charakteristischen Wurzeln gegeben durch den Ausdruck 


Ayy + Gog + °*** + Ong. 
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Wenn nun die irreduziblen Bestandteile der Darstellung E, A, A’,... 
durch gy I) + ---+ ga_1Ju_1 gegeben sind, wenn wir ferner die Summe 
der Koeffizienten der Hauptdiagonale in E, A, A*,... mit n,=n, 
No,...,%q_ bezeichnen, so gelten die Gleichungen 


a eget Brak: aoe gts 8a-1 i> 
Got €@; feet t+ et gy =m, 


oe Soke Ge ve eee e ote Eel Se WObkS: Mab 16 as Oise! tte, o 


Hieraus berechnen sich die Zahlen gp,..., g,-; in folgender Weise: 


Spe) be wei, ce oe who: (eh e louse welkibs so) elma cotviemie! J6 | ah se" |e) ue) ie 


2°24 = + é (a—1) ie oo e— (4-1) (a—1) Pe 


womit die Aufgabe geldst ist. Bereits durch die Summe der Diagonal- 
koeffizienten der Matrizen ist also die Darstellung bestimmt und zwei 
Darstellungen, fiir welche diese Zahlen tibereinstimmen, sind dquivalent. 
Definition. Die Gesamtheit der Charaktere der Matrizen einer Sub- 
stitutionsgruppe heiBt das Charakterensystem der Substitutionsgruppe. 
Fir zyklische Gruppen gilt der 
Satz 129. Zwei Darstellungen einer zyklischen Gruppe sind dann 
und nur dann dquivalent, wenn sie dasselbe Charakterensystem besitzen. 
Denn sie lassen sich auf dieselbe Diagonalform transformieren. 


§ 50. Orthogonale und unitaére Substitutionsgruppen. 


Eine Substitution vom Grade n, welche die quadratische Form 
f= AG tee 8 ok, 
ungedndert 14Bt, heiBt eine orthogonale Substitution. 
Falls alle Substitutionen einer Gruppe orthogonal sind, heiBt die 
Gruppe eine orthogonale Substitutionsgruppe. 
Fiihrt man in f die Substitution mit der Matrix (a;,) aus, so erhalt 
man die Form 
(@y1 %y + aye Xo + +++ + aig Xq)? + °°° 
$e (@pi %1 + Ane Xe + °° tb Any Xy)* 
und die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB diese Form 
wieder gleich f ist, besteht in folgenden Gleichungen 


> @=1. und, 3 4a,,4,,=0 fir k+l. 
t=1 i=1 
Diese Gleichungen lassen sich durch das Multiplikationsgesetz der 
Matrizen wiedergeben und besagen: Setzt man die Matrix A = (a,,) 
mit sich selbst zusammen, indem man Spalten mit Spalten kombiniert, 
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so erhalt man die Einheitsmatrix ; anders ausgedriickt : Bezeichnet A° die zu 
A transponierte Matrix, so gilt die Gleichung A°A = E. Dies liefert den 

Satz 130. Eine Matrix A ist dann und nur dann orthogonal, wenn 
thre inverse Matrix mit der transponterten iibereinstimmt. 

Definition. Eine reelle quadratische Form in m Variablen heiBbt 
positiv definit, wenn sie nur positive Werte annimmt, falls den Variablen 
reelle Werte erteilt werden, und nur dann den Wert Null annimmt, 
wenn alle Variablen gleich Null gesetzt werden. 

Satz 131. Jede positiv definite Form 


n 
fee Xj Xp ("7:5 =7ri) 
i, k= 


laBt sich durch eine reelle Substitution auf die n Variablen in die Gestalt 
f= a 2, 
tiberfiihren. 

Beweis. In der Form g ist der Koeffizient von x? gleich 7;;, derjenige 
von %; x, (1+ k) gleich 27,;,. Ferner ist 7;; eine positive Zahl = 0, denn setzt 
man alle Variablen auBer der 7-ten gleich 0, so erhalt man 7;; x?, und da 
dies nur positive Werte annehmen soll, so mu8 7;; gréBer als Null sein. 

Bidet man nun 


1 
Ta aie ig eb al 


so stimmen diejenigen Terme, die x, enthalten, iiberein mit den ent- 
sprechenden in g, daher wird 


B= bt te trim te) LD (hay), 


wobei / eine quadratische Form der Variablen x,..., x, ist. 


Setzt man 
1 
Vy (My yt + in Xn); 
so 1st 
Bit It (Xe nreistngidy)’« 
h ist eine positiv definite Form in den Variablen x,,..., x,. Denn 


wenn man diesen Variablen Zahlenwerte geben kénnte, die nicht sdmt- 
lich verschwinden und h zu 0 machen, so kénnte man diese in die Glei- 
chung y, = 0 einsetzen und bekaéme auch fiir x, einen Wert, der zu- 
sammen mit den iibrigen g zum Verschwinden brichte. 

Auf # kann man dasselbe Verfahren ausiiben und fortfahren, bis 
schlieBlich g iibergefiihrt ist in ‘ye daly, ese y2. Die Substitution, 
welche f in g tiberfiihrt, hat offenbar die Gestalt 


Vy = Sq. % + S32 Xe +++ + Sin Xp, 
ye = Sop Xo f°? 1 Son Xe, 


Vem Sun Xm: 
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Wir bezeichnen sie mit T—!. 

Man ldst die Substitution nach den Variablen x auf, indem man mit 
der letzten Gleichung beginnt und nach oben fortschreitet, und man 
findet so fiir die inverse Substitution T eine solche von gleicher Ge- 
stalt, d.h. mit verschwindenden Koeffizienten unterhalb der Haupt- 
diagonalen. Wir bezeichnen sie folgendermaBen 


MHhWtheve tos thay 
x = ee 


Xx, = ban Vn 

Satz 132. Jede endliche reelle Substitutionsgruppe 1st dquivalent mit 
einer orthogonalen Substitutionsgruppe. 

Beweis. Die Substitutionsgruppe mit reellen Koeffizienten sei vom 
Grade n, ihre Substitutionen seien mit E, A, B,... bezeichnet. Ubt 
man sie auf die quadratische Form 

f= apt te +m, 
aus und addiert die so erhaltenen quadratischen Formen, so erhalt 
man eine positiv definite quadratische Form, denn sie ist die Summe 
von Quadraten, unter denen speziell die Quadrate der einzelnen Variablen 
vorkommen, weil f unter E sich nicht 4ndert und daher als Summand 
figuriert. Diese Form, die wir mit 


n 
is >: Tip %%4 Xp ("18 =7ri) 
Arai 


bezeichnen, andert sich nicht, wenn man auf sie eine beliebige Sub- 
stitution der Gruppe ausiibt, denn dabei andern nur die Summanden ihre 
Reihenfolge nach §2. Nun sei T die Substitution des vorigen Satzes, welche 
g in f tiberfiihrt. Ubt man auf f erst T~1 aus, so geht f in g iiber, ibt man 
jetzt eine der Substitutionen der Gruppe aus, so bleibt g ungedndert, 
und wendet man schlieBlich T an, so geht g wieder inf tiber. Daraus 
folgt, daB die mit der gegebenen Aquivalente Substitutionsgruppe 
Bee Ar ae Ts, 

die Form / ungedndert 14B8t und daher orthogonal ist. 

Um fir Gruppen mit komplexen Koeffizienten das Analogon zum 
letzten Satz zu beweisen, benutzt man das Hilfsmittel der Hermiteschen 
Formen. Der ganze Gang des Beweises ist fast genau derselbe wie im 
reellen Fall. Bezeichnen wir mit I” die Substitutionsgruppe, so bilden die 
Matrizen mit konjugiert imaginaren Koeffizienten eine mit J” holoedrisch 
isomorphe Gruppe J”, denn aus AB =C folgt AB =C, wobei die tiber- 
strichenen Buchstaben die konjugiert imaginéren Matrizen bezeichnen. 
Man benutzt nun zwei Reihen von Variablen %,,..., x, und %,,..., %, 
und bildet den Ausdruck 


f = %y By + % 5 %q $0 + Hy Xp. 


154 11. Kapitel: Darstellung der Gruppen durch lineare homogene Substitutionen. 


Erteilt man x; stets den konjugiert imaginaéren Wert zu %;, so stellt diese 
Form nur positive reelle Zahlen dar und sie verschwindet blo8 fiir 
COR Pe — ea we eA | 

Allgemein stellen wir folgende Definition auf: 


Definition. Eine Form von der Gestalt 
n 


C= Dd in Xn, 
i,k=1 
deren Koeffizienten den Relationen gentigen 
Y:k =n, also 7;; reell, 
heiBt eine Hermitesche Form. 

Eine Hermitesche Form nimmt nur reelle Werte an, wenn man 
den iiberstrichenen Variablen die konjugiert imaginaéren Werte zu den 
uniiberstrichenen erteilt. Die Form heiBt positiv definit, wenn sie nur 
positive Werte annimmt und blo8 verschwindet, wenn alle Variablen 
verschwinden. Die oben mit / bezeichnete Normalform ist von dieser Art. 

Satz 133. Jede positiv definite Hermitesche Form lapt sich auf die 
Gestalt 

f= Hy yt t Hg Xn 
transformieren, indem man auf die uniiberstrichenen Variablen eine 
Substitution T und auf die tiberstrichenen die konjugiert imagindre Sub- 
stitution T ausiibt. 

Beweis. Der Koeffizient 7;; ist positiv und gréBer als 0, denn setzt 
man alle Variablen auBer x; gleich Null, x; dagegen gleich 1, so erhalt . 
man den Zahlenwert 7;;. Da er nach Voraussetzung positiv sein muB, 
so ist unsere Behauptung bewiesen. Entsprechend dem reellen Fall 
erkennt man, daB 

(a1 %4 + 7 e1 Xo + +n Xn) (Pa %1 + °° + 1p Xn) 
in denjenigen Termen mit 7,, g iibereinstimmt, die x, oder x, enthalten. 
Daher wird 


1 fae a 
ay Fabs sb yt Kah Cried tS oi ate) 


8 NY 


bloB noch von den Variablenreihen %,..., %, %9,..., %, abhangen. Fiihrt 
man daher die beiden konjugiert imaginaren Substitutionen aus 


1 
Y= = ("1 4 + ats he Fea Mg) 
Vn 


und 


so geht g tiber in y, y, + A (%q,..., Xp, X%q, +--+, %,). Dabei ist h wiederum 
eine Hermitesche Form, und indem man fortfahrt, wird g zu 


f= Vt + Ye ne 
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Definition. Eine Substitution, welche die Form 
f = % Ky + Ky hq 
ungedndert laBt, heiBt eine wnitéire Substitution. 

Stets ist unter einer Substitution verstanden, daB auf die unge- 
strichenen Variablen eine Substitution und auf die gestrichenen die 
konjugiert imaginaére ausgetibt werden. Man kann unitére Substitu- 
tionen offenbar auch durch die Eigenschaft definieren, daB die zu ihrer 
Matrix inverse die transponterte der konjugiert imagindren Matrix ist. 
Reelle unitare Matrizen sind daher orthogonal. 

Satz 134. Eine endliche Substitutionsgruppe ist stets aguivalent mit 
einer unitdren Substitutionsgruppe. 

Beweis. Man verfahrt genau wie im reellen Fall und tbt auf die 
Form / die samtlichen Substitutionen der Gruppe aus und addiert sie. 
Man erhalt so die Form g, welche gegeniiber den Substitutionen der 
Gruppe invariant bleibt. Diese fiihrt man nach Satz 133 durch die 
Substitution T in f tiber und man sieht, daB die Transformation der 
Substitutionen der Gruppe durch J auf eine unitare Gruppe fiihrt. 

Das Verfahren, welches den Beweis der Satze 131 und 133 leistete, 
kann verallgemeinert werden und liefert folgenden 

Satz 135. Jede Bilinearform 


n 
= >»; Vik %i Ve 


t=1 k=1 
laBt sich auf die Normalform 
f= % 1+ %2 Ve +++ + 4%, 

diberfiihren durch eine Substitution auf die Variablen x und eine solche 
auf die Variablen y. Hierber ist r=n und r=n’. 

Beweis. Man bilde 

(Vay % + 01 Xe na Xn) (Ta a + M2 Ya + + Mn Yn’) 

Dieses Produkt stimmt in denjenigen Termen, die x, oder y, ent- 
halten, mit 7g tiberein. Hierbei darf man voraussetzen, daB 7, +-0 
ist. Denn sonst sei 7;,==0; vertauscht man nun x, mit x; und y, mit 
Yx, SO wird 7;, zum Koeffizienten von x,y,. Dabei haben die beiden 
Variablenreihen nur unter sich eine Substitution erfahren. 

Setzt man 


1 
a ian aa uaa 


1 
= (tM tw Yn) = 1, 
Vi 
so kann man g so schreiben 


By Oy AW Xg ys ey Nps Vans =i5, Va’) 
Indem man dieses Verfahren fortsetzt, gelangt man zu einer Form 


f= M0, + Ugve +-°* +4, %,. 
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§ 51. Reduzible und irreduzible Substitutionsgruppen. 


Definition. Eine Substitutionsgruppe heiBt reduzibel, wenn sie 
sich so tranformieren laBt, daB ihre Matrizen samtlich die Gestalt haben 


ETE 


wobei P eine quadratische Matrix vom Grade m,, R eine ebensolche 
vom Grade nv, (m7, +n,=7), und Q eine rechteckige Matrix von 
Zeilen und », Spalten darstellt, wahrend 0 die Matrix mit , Zeilen 
und m, Spalten bedeutet, deren Koeffizienten sémtlich 0 sind. Ubt 
man sie auf die Variablen x,,..., x, aus, so werden die m, letzten nur 
unter sich substituiert. Daraus folgt, daB das Produkt zweier derartiger 
Matrizen (mit gleichem m, und ,) wiederum eine solche Matrix ist. 


Ist speziell A’ die Matrix es a wobei die zugehdrigen Zahlen 


wieder 1, und vg, sein sollen, so wird A A’ = (ae EC ee ) : 

Nimmt man also aus jeder Matrix den Bestandieil P bzw. R gesondert, 
so bilden auch sie eine Gruppe, die tsomorph ist mit der urspriinglichen 
Gruppe. Ist Q nicht iiberall die Nullmatrix, so heiBt die Gruppe halb 
reduziert, sonst ganz reduziert. Es gilt nun der 

Fundamentalsatz 1361. Jede halb reduzterte endliche Gruppe ist dqui- 
valent mit einer ganz reduzierten. 

Beweis. Wir beginnen mit veellen Gruppen vom Grade n. Ihre 


, 


Substitutionen seien mit FE, A, B,... bezeichnet, und sie seien nach | 
Voraussetzung halb reduziert, etwa von der Gestalt 

(0k) 

0 R!° 


Nach Satz 132 kénnen wir die Gruppe auf orthogonale Gestalt trans- 
formieren, und zwar durch eine Substitution 7, deren Koeffizienten 
unterhalb der Hauptdiagonale verschwinden. Diese ist daher ebenfalls 
halb reduziert und dasselbe gilt auch von der inversen T~-}, infolge- 
dessen auch von T-1AT und den iibrigen durch T transformierten 
Substitutionen der Gruppe. Wir brauchen also den Satz 136 nur fir 
orthogonale halb reduzierte Substitutionsgruppen zu beweisen, und hier 
zeigt sich nun, dap solche stets ganz reduziert sind. 

Denn die zu A inverse Matrix hat dieselbe reduzierte Form wie A, 
weil sie mit zur Gruppe gehort, andererseits ist sie die transponierte 
Matrix von A, weil die Gruppe orthogonal ist. Daraus folgt, daB der 
Bestandteil Q die Nullmatrix sein mu8, und dasselbe gilt fiir alle Sub- 
stitutionen der Gruppe. 


1 Maschke, H.: Beweis des Satzes, daB diejenigen endlichen linearen Sub: 
stitutionsgruppen, in welchen einige durchgehends verschwindende Koeffizienten 
auftreten, intransitiv sind. Math. Ann. Bd. 52 (1899), S. 363. 
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Fiir komplexe Gruppen verlauft der Beweis genau gleich, nur muB 
man die Gruppe auf unitare Gestalt transformieren. Auch dies ge- 
schieht durch eine Matrix,-deren Koeffizienten unterhalb der Haupt- 
diagonalen Null sind, und die Transformation l4Bt daher die halb 
reduzierte Gestalt der Gruppe unberiihrt. Da hier die inverse Matrix 
gleich der konjugiert imaginaren zur transponierten Matrix ist, so folgt 
wiederum, daB eine halbreduzierte unitaére Matrix stets ganz reduziert 
ist, womit der Satz vollstandig bewiesen ist. 

Eine ganz reduzierte Gruppe, deren Matrizen die Gestalt haben 


A, 0 
4=(04,] 
ist bereits bestimmt durch die beiden Bestandteile 
1 LAY Oe Sie TG) eee ee Ae oe 


Die Tatsache, daB J” sich in der angegebenen Weise durch Trans- 
formation reduzieren laBt, driickt man durch die Gleichung aus 


T — fy + is 
Falls [= J, schreibt man kiirzer =2J,, und allgemein, wenn J" 
sich so reduzieren 1aBt, daB die Bestandteile J’; (¢ =1,...,7) je ,-mal 


auftreten, so schreibt man 

TP=nl,+l,+-::+2,TL,. 
Méglicherweise lassen sich die Bestandteile J’; noch weiter reduzieren, 
aber schlieBlich muB man auf Bestandteile kommen, welche keine 
weitere Reduktion mehr zulassen. Solche Substitutionsgruppen heiBen 
irreduzibel, und wir kénnen das Resultat zusammenfassen in den 

Satz 137. Jede endliche Substitutionsgruppe ist entweder irreduzibel 
oder vollstindig reduzibel auf eine Summe irreduzibler Gruppen. 

Die irreduziblen Gruppen sind die Bausteine, aus denen sich jede 
Substitutionsgruppe zusammensetzen la8t, und die Auffindung derselben 
ist eine der wichtigsten Aufgaben der Gruppentheorie. Wir haben 
schon in Satz 127 gesehen, daB sich jede zyklische Gruppe auf Be- 
standteile des ersten Grades reduzieren 1aBt; diese sind selbstverstand- 
lich irreduzibel. Dasselbe gilt allgemein fiir Abelsche Gruppen. 

Satz 138. Die irreduziblen Bestandteile einer Abelschen Substitutions- 
gruppe sind saémtlich vom Grade 1. . Sie laBt sich transformieren in eine 
Gruppe, deren Matrizen sdmtlich die Diagonalform haben. 

Beweis. Wir benutzen vollstandige Induktion, indem wir den Satz 
als bewiesen annehmen fiir Gruppen, deren Grad kleiner als x ist. 

I’ sei eine Abelsche Gruppe, die nicht in reduzierter Form gegeben 
ist. Dann gibt es eine Matrix A in J’, die mindestens zwei verschiedene 
charakteristische Wurzeln besitzt, und wir nehmen an, daB A in Diago- 
nalform erscheint. (Vgl. Satz 128 und die darauffolgende Bemerkung.) 
Die Koeffizienten in der Hauptdiagonale von A seien der Reihe nach 
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£1, €g,---, €&, Durch eine weitere Transformation (welche auf eine 
bloBe Vertauschung der Variablen herauskommt) kann man erreichen, 
daB in der Hauptdiagonalen zuerst alle Wurzeln kommen, die gleich e 
sind, wahrend die iibrigen von ¢, verschieden sind. Es sei also 


fy = fg ee, eye SM. 


Nunmehr sei B eine beliebige Matrix von J. Dann wird AB= BA, 
also 
(Ex B; x) = (€: bie) » 
d. h. 
£%, 0; 4 =; Oj y- 


Ist also e;e,, so wird b;,=0, insbesondere ist 6;,—=0, sobald 


t=m k>m 
oder 

t>m k=m, 
d. h. aber, da8 B ganz reduziert ist, namlich Summe zweier quadratischer 
Matrizen vom Grade m und n—™m. Da B eine beliebige Matrix von 
I ist, so ist auch J’ reduziert. Auf jeden der beiden Bestandteile kann 
man das Verfahren fortsetzen, bis vollige Reduktion auf die Diagonal- 
form erreicht ist. 

Fiir das Folgende ist die identische Darstellung, welche jedem 
Element der Gruppe die Zahl 1, aufgefaBt als Matrix vom Grade lI, 
zuordnet, von besonderer Wichtigkeit. Wir bezeichnen sie stets mit 
I’, und beweisen folgenden 

Satz 139. Die Tatsache, daB die Substitutionsgruppe I’ die identische 
Darstellung I’, genau a-mal enthdlt, besagt, daB es genau a linear unab- 
hangige Linearformen in den n Substitutionsvariablen gibt, welche sich 
bet den Substitutionen der Gruppe nicht dndern. 


Beweis. Es seien die a unabhangigen Linearformen mit L,, L.,..., Ly 
bezeichnet. Wir kénnen noch n—a weitere hinzufiigen, dergestalt, 
daB die Determinante der Koeffizienten dieser » Linearformen L,,..., L, 


von 0 verschieden ist. Ubt man nun auf die Variablen dieser Formen 
die Substitutionen der Gruppe aus, so erfahren die Formen selber eine 
aquivalente Substitution, und diese ist reduziert, indem die a ersten 
Formen in sich tibergehen. Der. Bestancteil J; kommt mindestens 
a-mal vor. 

Umgekehrt, kommt der Bestandteil J, a-mal vor, so besagt das 
fiir die vollstandig reduzierte Gruppe, daB a unter den Variablen un- 
geandert bleiben; fails die Reduktion aber noch nicht durchgefiihrt ist, 
daB a Linearformen invariant sind. 

Bestandteile ersten Grades, welche nicht die identische Darstellung 
sind, involvieren Linearformen, welche unter der Gruppe bloB Fak- 
toren annehmen. 
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§ 52. Die Konstruktion samtlicher invarianter Linearformen. 


Die wichtigste Aufgabe bei der Reduktion einer Substitutions- 
gruppe J" ist die Auffindung der Zahl, welche angibt, wie oft die iden- 
tische Darstellung in J” enthalten ist, und die Angabe einer Trans- 
formation, welche die zugehdrige Reduktion leistet. Dazu ist nach 
Satz 139 notwendig und hinreichend die Konstruktion eines vollstan- 
digen Systems linear unabhangiger Linearformen, welche unter den 
Substitutionen von J” sich nicht andern, anders ausgedriickt, welche 
gegeniiber den Substitutionen von I" invariant sind. 

Die Methode zur Bildung invarianter Linearformen ist dieselbe wie 
diejenige zur Bildung invarianter quadratischer Formen, welche beim 
Beweis des Satzes 132 angewandt wurde. Man beginnt mit irgend- 
einer Linearform, tibt auf sie die samtlichen Substitutionen aus und 
addiert die so erhaltenen Formen. Die Summe ist entweder identisch 
0 oder wieder eine Linearform; letztere ist invariant, denn iibt man 
eine Substitution aus, so kommt das nur auf eine Vertauschung der 
Summanden heraus, die Summe 4ndert sich nicht. 

Als Ausgangsform wahlen wir die Variable x, selber, und erhalten 
durch die Ausiibung von E£ diese Variable als ersten Summanden. Nun 
tiben wir A aus und erhalten die Linearform 

yy Xt Ag Xp + An Xn: 

Ihre Koeffizienten sind gebildet von den Koeffizienten der ersten Zeile 
in A. Dasselbe machen wir fiir alle Substitutionen von J. Nun haben 
wir alle diese Formen zu addieren. Es ist aber offenbar unndotig, jedes- 
mal die Variablen hinzuzuschreiben, es geniigt, die Koeffizienten zu 
-notieren und zu addieren. Mit Hilfe des Begriffes der Addition von 
Matrizen (§ 48) kénnen wir unser Verfahren folgendermaBen beschreiben: 
Man addiere die Matrizen der Gruppe I’ und bilde mit den Koeffizienten 
der ersten Zeile der Summe eine Linearform. Diese ist identisch mit 
der Linearform, welche man erhalt, wenn man auf x, die sdémtlichen 
Substitutionen von J” ausiibt und die so entstehenden Formen addiert. 
Entsprechend erhalten wir die invariante Form, welche durch Aus- 
tibung der Substitutionen auf die Variable x; entsteht, indem wir in 
der Summe aller Matrizen die 7-te Zeile nehmen und mit ihr die Linear- 
form bilden. Wir setzen 


E+A+B+:-::=M = (m;;) 
und erhalten folgende invariante Linearformen 
Ly My XE Migke + °° + gk, (¢=1,2,...,2). 
Mit zwei Linearformen ist auch ihre Summe und allgemein eine lineare 


Verbindung wieder eine invariante Linearform, so daB wir in folgen- 
der Gestalt lauter Invarianten erhalten 


a,Ll, + a,L,+ aie + a,L,, 
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wo die a irgendwelche Zahlen bedeuten. Diese » Formen J),..., Ly 
sind im allgemeinen nicht unabhangig voneinander. Insbesondere, wenn 
die Gruppe die identische Darstellung nicht enthalt, so miissen samtliche 
L verschwinden, also muB M die Nullmatrix sein und wir haben den 

Satz 140. Wenn eine Substitutionsgruppe vollstindig reduzert die 
identische Darstellung nicht enthdlt, so 1st die Summe der Koeffizenten, 
welche in den verschiedenen Matrizen an derselben Stelle stehen, stets =0. 

Das System (¢;,, @;4, 5;,,---) der Koeffizienten an der Stelle (ck) 
bezeichnen wir im folgenden als eine Stellenzeile. Diese Einteilung 
der Koeffizienten einer Substitutionsgruppe erweist sich in der Folge 
als fundamental. Summen erstreckt tiber die verschiedenen Elemente 
der Gruppe bezeichnen wir mit dem Symbol 


poh Mp OGRE am oz, 
5 6 


wobei S also die Elemente £, A, B,... von ® durchlaufen soll. 
Ist nun L irgendeine invariante Linearform, so ist sie in der obigen 
Gestalt darstellbar. Denn bezeichnen wir sie mit 


By %y + bg Xp t+ + On Xy, 
iiben wir der Reihe nach alle Substitutionen auf sie aus und addieren 
wir die so entstehenden Formen, so bekommen wir 
by Ll, + by Ly + ee Dn Lens 

Andererseits andert sich L bei den Substitutionen nicht und wir kénnen 
das Resultat auch mit gl bezeichnen, wo g die Ordnung der Gruppe 
bedeutet. Daraus folgt, daB sich L linear durch die Formen Jy, L,,..., Ly, 
darstellen 1aBt, die hierbei auftretenden Koeffizienten sind einfach 


big, De/8, +++» bulk 
Die identische Darstellung ist daher in J” genau so oft enthalten, als 
es linear unabhangige unter den Zeilen von M gibt. Diese Zahl heiBt 
der Rang der Matrix M und wir haben den 
Satz 141. Man erhdlt alle invarianten Linearformen zu einer Sub- 
stitutionsgruppe I’, indem man thre Matrizen addiert, aus den Zeilen der 
so entstehenden Matrix Linearformen bildet und ste mit beliebtgen Zahlen 
multipliziert und addiert. Die Gruppe I” enthalt die identische Darstellung 
genau so oft, als die Zahl der linear unabhdngigen invarianten Linear- - 
formen betrigt. Diese Zahl ist 1dentisch mit dem Rang der Summenmatrix. 
Wenn eine Substitutionsgruppe die identische Darstellung genau ein- 
mal enthalt, so ist die Summe M ihrer Matrizen nicht die Nullmatrix. 
Ihre Zeilen miissen aber, soweit sie nicht aus lauter Nullen bestehen, 
dieselbe Linearform, eventuell mit einem Faktor versehen, ergeben. 
In einer irreduziblen Substitutionsgruppe, welche nicht die iden- 
tische Darstellung ist, kann diese letztere nicht mehr als Bestandteil 
auftreten, daher gibt es fiir sie keine invariante Linearform und die 
Summe der Koeffizienten einer Stellenzeile ist stets =0. 
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Hieraus ergibt sich eine iiberaus einfache Methode zur Bestimmung 
des Ranges von M. Der Charakter von M ist namlich eine Zahl, welche 
nach Satz 128 bei einer beliebigen Transformation der Gruppe sich 
nicht andert. Nehmen wir die Gruppe in reduzierter Form an, so liefern 
die Bestandteile, welche von der identischen Darstellung verschieden 
sind, nach dem eben Bemerkten keinen Beitrag an den Charakter, 
dagegen liefert [ genau den Beitrag g, wenn dies die Ordnung der 
Gruppe bedeutet. Daraus folgt der 


Satz 142. Die Summe der Charaktere der Matrizen einer beliebigen 
endlichen Substitutionsgruppe ist immer =O oder ein Vielfaches der 
Ordnung der Gruppe, etwa =1g. Die Zahl r zeigt an, wie oft in der Gruppe 
die tdentische Darstellung enthalten ist. 


§ 53. Die Fundamentalrelationen der Koeffizienten 
irreduzibler Substitutionsgruppen. 


Aus einer beliebigen Darstellung J” einer endlichen Gruppe mit 
den Matrixen FE, A, B,... 1aBt sich in folgender Weise eine neue ab- 
leiten. Man bezeichne allgemein mit S° die zu S transponierte (S. 144) 
Matrix. Dann folgt aus dem Bestehen der Gleichung A B=C ohne 
weiteres die Gleichung B°A®°—C®; namlich die Relationen, welche 
die erste Gleichung bilden, sind dieselben wie diejenigen der zweiten. 
Andererseits gilt auch B-1A-1=C~-!. Bildet man daher zu jeder 
Matrix S die Matrix S,—S®*, indem man nacheinander transponiert 
und zur inversen tibergeht (diese beiden Operationen sind vertausch- 
bar), so folgt aus AB=C wiederum A,B,=C,. Wir bezeichnen die 
Gruppe I, deren Matrizen E, A,, B;,... sind, als die zu I’ adjungierte 
Substitutionsgruppe'. 

Satz 143. Das Charakterensystem von I, ist konjugiert imagindr zu 
demjenigen von I. 

Beweis. Wir zeigen, daB v(A) konjugiert imaginar zu y(A,) ist, 
in folgender Weise: Es gilt zunachst y (A) = 7 (A°), ferner ist y(A-) 
konjugiert imaginar zu 7(A), denn sei A auf Diagonalform reduziert = 


£,0...0 Fe Unie 


Bs wea er ee eR ee er ere ere ue” 4 sae) el) is 


00...& OF ORS te 


1 Zwei adjungierte Substituttonen A und A, lassen sich auch so charakteri- . 
sieren, daB die bilineare Form 

. MV + %2Va bt + An Vn 
ungedndert bleibt, wenn man auf die Variablen 7 die Substitution A, auf die 
Variablen y dagegen die Substitution A, anwendet. Die kovarianten und kontra- 
varianten Vektoren in der Relativitatstheorie erfahren adjungierte Substitutionen. 


Speiser, Gruppentheorie. 3. Aufl. 11 
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und da die Zahlen ¢ Einheitswurzeln sind, so stimmt e mit der konju- 
giert imaginaren Zahl zu e tiberein. 

Die adjungierte der adjungierten Gruppe stimmt mit der urspriing- 
lichen Gruppe iiberein: J, = J", wie ohne weiteres aus der Definition 
folgt, wenn wir beriicksichtigen, da8 Transposition und Inversion ver- 
tauschbare Operationen von der Ordnung 2 sind. 

Als zweite fundamentale Operation, die man mit Substitutionsgruppen 
vornehmen kann, behandeln wir die Komposition zweier Substitutions- 
gruppen I” und I”. 

Die Matrizen von I’ bzw. I” seien E, A, B,... bzw. E’, A’, B’,... 
und E£,£E’ bzw. A,A’ usw. seien jeweils Darstellungen desselben 
Elementes von &. Die Grade von J’ und J” seien m und »’. Wir bilden 
nun zwei Reihen von Variablen %,..., %, und ,,..., y,. Auf die x; 
werden nur Substitutionen von J’ und auf die y; nur die entsprechenden 
von I” angewendet. Bildet man die samtlichen Produkte x, y,,-%21,..-; 
Xn Var Xp Vor os +5 Xn Varo -> M1 Vaty +, Xp Vy" Und tibt man auf die Variablen 
A bzw. A’ aus, so erfahren die Produkte selbst eine lineare Substitution, 
und zwar gilt folgende Beziehung: 

Ist A gegeben durch 


und A’ gegeben durch 


so wird 
Xi Ye = DS) D5) Oar Hj Y1- 
j=l 1=1 
Zu jedem Paar von entsprechenden Substitutionen aus J’ und I” 
gehért also eine bestimmte Substitution vom Grade nn’ und ‘diese 
bilden eine mit © isomorphe Gruppe. Wir bezeichnen diese Darstellung 
von & als die durch Komposition von I’ und I” entstandene Darstellung 
IJ”. Vertauscht man J” und J”, so erhalt man eine Aquivalente Sub- 
stitutionsgruppe, denn das kommt darauf hinaus, daB man die Produkte 
in folgender Reihenfolge aufschreibt: 


Vi %1) Vo %1- ++) Vn M1, Vi XQ, +» 
Dies ist aber nur eine Vertauschung der Substitutionsvariablen. 

Wir miissen nun untersuchen, ob J’J” die identische Darstellung 
enthalt und wie oft. Hierzu gehen wir so vor, da8 wir invariante 
Linearformen suchen, und dazu miissen wir fiir die Gruppe IJ”, deren 
Grad mn’ ist, besondere Variable aufschreiben, etwa 2z,, Z,..., welche 
genau dieselben Substitutionen erfahren, wie die Variablenprodukte 
%; Vx, wobei jedes z einem bestimmten dieser Produkte entspricht. Be- 
zeichnen wir nun mit L(z) eine invariante Linearform der Variablen 
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21, Z,..-, SO kénnen wir darin an Stelle dieser Variablen die zugeh6ri- 
gen Variablenprodukte x;y, einsetzen und erhalten eine Bilinearform 
Bil (x, y). Diese ist nur dann identisch Null, wenn L(z) identisch Null 
war, denn die Variablenprodukte konnen sich nicht gegenseitig auf- 
heben, es besteht keine lineare Beziehung zwischen ihnen. Statt nun 
zu sagen, wir tiben auf die Variablen z in L(z) eine Substitution von 
I’I” aus, konnen wir auch sagen, wir tiben in Bil (x, y) auf die Variablen 
x und y die entsprechenden Substitutionen von J” und I” aus. Die 
Koeffizienten der beiden Formen erfahren genau dieselben Verdnde- 
rungen, und insbesondere wenn die eine Form invariant ist, so ist es 
auch die andere. 


Diese Tatsache ist fiir die ganze Invariantentheorie fundamental 
und gestattet dort die Anwendung der sog. symbolischen Methode, 
auf die wir aber hier nicht eingehen. Das Problem, die in JJ” enthaltenen 
identischen Darstellungen zu finden, reduziert sich jetzt darauf, bili- 
neare Formen zu finden, die invariant bleiben, wenn man auf ihre beiden 
Variablenreihen die Substitutionen von J’ und J” anwendet. Die voll- 
standige Antwort wird in den: beiden folgenden Satzen enthalten sein. 

Satz 144. Sind I und IY zwei irreduzible Substitutionsgruppen, und 
ist I” nichtéquivalent mit I,, so gibt es keine bilineare Form der Variablen 
X%y,..+,%, UNA Yy,..., Vy, dre stets invariant bleibt, wenn auf die beiden 
Variablenrethen irgend zwei entsprechende Substitutionen von I’ und I” 
ausgeubt werden. 

nn : 
Beweis. Jede Bilinearform » >  7;; x; y,= g 14Bt sich nach Satz 135 


t=1lk=1 
auf die Gestalt 
MM + Xevet + HY =H 

bringen, indem man auf die Variablen x und y Substitutionen mit 
von 0 verschiedener Determinante ausiibt. Transformiert man die beiden 
Substitutionsgruppen J” und J” durch diese Substitutionen, so erhalt 
man zwei d4quivalente Gruppen, welche die Form f ungedandert lassen. 

Nun sei (a;,) eine Matrix von J’ und (aj,) die entsprechende von J”. 

In der invarianten Form x,y, -+-::+ %,¥, tiben wir zunachst bloB 
die Substitution (a;,) auf die Variablen x aus und erhalten 


n n n 
<a 
Ya 445% + Yo" D> ae x + tyes DS ays %;. 
7 t=1 t=1 


t=1 


Diese Form ordnen wir nach den x 
Tr | i Yr 
‘eal 
Cs aiiVit x2° > Aine + ee ts Mr Gees 


Uben wir nun auf die Variablen y die Substitution (a;,) aus, so muB 
die urspriingliche Form %,y,+-:-:+%,¥y, entstehen. Vergleicht man 


11* 
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die Koeffizienten von *x,,..., %,, so findet man, daB (aj,) die r Linear- 
formen P 
tf. r 
Vv 
DONT a Vir Vi 
$=1 t=1 
lipertuhrt 1n2y, 5.0 5.5 Ve 


Ist r<n’, so ist also J” reduzibel. Dasselbe beweist man fir I’, 
falls y< n ist. Es wird also r=n=~m’ und I” —TJ,,. 

Satz 145. Die beiden trreduziblen Gruppen I und I, besitzen nur 
die eine invariante Bilinearform 

f= % Vy + %2 Vet °° + Xn Vn 

und thre Vielfachen Cf. 

Beweis. Jedenfalls ist f invariant. Nun mége auch die von Cf 
verschiedene Form 


n 
ose DS Vin %i Vr 
APs 


invariant sein. Dann zeigt man folgendermaBen, daB I" reduzibel ist. 
Wir bezeichnen die Determinante |7;,|—= R als die Determinante von g. 
Ubt man nun auf die Variablen x und y die beiden Substitutionen T 
und J’ mit den Determinanten d und d’ aus, so erhalt man eine Bilinear- 
form, deren Determinante, wie man sofort sieht, —dRd’ ist. Die 
Determinante von f ist gleich 1, diejenige der tibrigen Normalformen 


fy = % M1 + Xe Vet °° + XM, 
mit r<mn ist dagegen =0. Sobald also eine Bilinearform die Deter- 
minante 0 hat, ist sie nicht auf die Gestalt /, sondern nur auf eine 
der Gestalten /, transformierbar, und wenn diese invariant ist unter 
I’ und I; so ist J’ nach dem Beweis zu Satz 144 reduzibel. Falls R = 0, 
so sind wir schon am Ziele. Im andern Falle bilde man die Schar von 
invarianten Bilinearformen g—tf, wobei ¢ eine beliebige Konstante 
bedeutet. Die Determinante einer solchen Form ist 
ives 0 fiir +k 
| 1 fir i=k . 
und man kann ¢ so bestimmen, daB sie verschwindet, ohne daB die 
ganze Matrix zur Nullmatrix wird. Also gibt es bloB eine invariante 
Bilinearform und deren Multipla Cf. 

Aus diesem Satze folgen die grundlegenden Relationen, denen die 
Koeffizienten irreduzibler Substitutionsgruppen gentigen. Sie sind ent+ 
halten in folgendem 

Satz 146. Ist I” nicht dquivalent mit I, so bestehen zwischen den 
Koeffiztenten von I und I” die Gleichungen 


p? 
Dr aally 
5 


i 
|tin— tee | 
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Zwischen I’ und I’, bestehen die Gleichungen 


> Sip und S55 5}, = 0; 
dd S 
sobald (lm) verschteden ist von (ik). 

Hierin bedeutet den Grad, g die Ordnung von J’. Ferner ist die 
allgemeine Substitution von J” mit S=(s;,), die entsprechende von 
I” mit S’= (sj,) bezeichnet und die Summation soll sich iiber alle Sub- 
stitutionen der Gruppe erstrecken. 

Beweis. Wenn I” nicht aquivalent ist mit [j, so enthalt I” die 
identische Darstellung nicht (nach Satz 144). Daher verschwindet 
die Summe der Matrizen von JJ” und dies ist der Inhalt der ersten 
Gleichungen. 

Falls I” mit I, Aquivalent ist, so behandeln wir den speziellen Fall, 
daB J” =TJ; ist. Denn hierdurch bekommen wir alle Relationen. Da 
wir hier die invarianten Formen 

C (X14 V1 + % Ve to* + Xn Wn) = CT 
und keine weiteren haben, so ist die Summenmatrix aller Matrizen 
von /’J;, nicht identisch Null, aber ihre Zeilen verschwinden entweder 
volistandig oder sie liefern eine der Formen C/. Wir bekommen die 
invarianten Bilinearformen, welche den einzelnen Zeilen entsprechen, 
indem wir auf x;y, die Substitutionen von J’ und J; der Reihe nach 
ausliben und die so entstehenden Formen addieren. Setzt man nun 
zur Abkiirzung 
2 SinSim= Siklm> 
so lauten die invarianten Formen 
n n’ 
Dy Disp tins 
=i on — 1 
und diese miissen entweder identisch verschwinden, oder mit einer 
der Formen Cf identisch sein. Also miissen jedenfalls die Koeffizienten 
VON %% Vm (k == m) verschwinden, d. h. 
Sizkim = 9 (k= m). 
Ferner muB sein 


SiO 2 3a Ss alin 
wobei noch offenbleibt, ob der Wert 0 ist oder nicht. Nun gelten aber 
fiir die Zahlen s;;,;,, die Beziehungen 


Sikim = Smiki- 

In der Tat stimmt der Koeffizient s;, in S nach Definition tiber- 
ein mit dem Koeffizienten an der Stelle (kz) in S,;1, ebenso derjenige 
von S-1 an der Stelle (/m) mit dem Koeffizienten von S, an der Stelle 
(ml). 
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Man kann daher setzen 
a , ’ , 
>: Sig Sim = > Sai Smt» 
Ss Set 


und da die Summationsfolge keinen Einflu8 hat auf die Summe, so 
wird 
Sikim = Smiki- (1) 
Hieraus folgt sofort, daB auch fiir ¢/ stets s;,;,,—0 ist. Also 
sind gewiB nur die Zahlen s;,;,=0, und zwar haben sie alle denselben 
Werte, denn aus 
Si1i1 = Syave = °° * = Sinin (@ = 1, 2,...,m) 
folgt nach (1). 
SUvis, SS Saray — 7S Sates (¢@ = 1, 2,...,m). 
Die erste dieser beiden Zeilen enthalt » Gleichungssysteme, und zwar 
lauten die links an erster Stelle in diesen Systemen stehenden GréBen 
Stitt» Sgugt, + ++s  Spwini- 
Setzt man nun in dem Gleichungssystem der zweiten Zeile ¢= 1, so 
entsteht die Gleichung 
S01 E aha oY Re 
Hieraus folgt, daB alle »® GrdBen s;,;, denselben Wert haben. Um 
ihn zu bestimmen, berechnen wir den Charakter der Summenmatrix 
aller Substitutionen von JJ auf zwei Weisen. Weil diese Gruppe 
die identische Matrix nur einmal enthalt, ist er nach Satz 142 gleich 
der Ordnung g der Gruppe. Andererseits sind von den m*? von 0 ver- 
schiedenen GréBen s;,;, blo8B die » GréBen 
Spiti (s =n 12... 8) 
in der Hauptdiagonale gelegen. Da sie alle denselben Wert haben, 
so ergibt sich fiir die einzelne der Wert g/#, womit der Satz 146 voll- 
standig bewiesen ist. - 


12. Kapitel. 
Gruppencharaktere. 


§ 54. Aquivalenz von Substitutionsgruppen. 
Satz 147. Sind I’ und I’ zwei irreduzible Darstellungen von , so 
besteht zwischen den beiden Charakterensystemen die Gleichung 
0, wenn I” nicht dquivalent mit Ty 
Xt t = ’ gd ‘ ty 
- x(S) x" (S) g, wenn I” dquivalent mit I). 


Beweis. .»’y(S) x’ (S) ist nach der Definition der Charaktere (S. 147) 
S 


= 2 (Su + San + ++* + Sun) (Sia + Sin + 1° + + Sere) 


und dieses Produkt wird nach der Bezeichnungsweise des Satzes 146 
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n n’ 
gleich .S” 's;;,,. Diese Terme sind saimtlich 0, auBer wenn J’mit I; 


#=1k=1 
aquivalent ist. Fir J” =J; ist n=n’ und 
0 fiir 7+k 
PTR Rca bongs Sine? 
= furt=k. 


In der Doppelsumme sind daher nur » Terme von 0 verschieden, sie 
haben alle denselben Wert, namlich g/n, und ihre Summe ist g. 

Die Gleichungen des Satzes 147 lassen sich noch anders schreiben, 
wenn wir bedenken, daB nach Satz 143 die Charaktere adjungierter 
Gruppen konjugiert komplex sind und daB ferner in derselben Gruppe 
die Charaktere inverser Operationen ebenfalls konjugiert komplexe 
Zahlen sind. Bezeichnen wir mit 7 die konjugiert komplexe Zahl zu 
x, so kénnen wir die Gleichungen auch in den beiden folgenden Formen 
schreiben 

4 vpey. 210) wenn y= ¥ 
PAE oa, ney 
und 
jpeah 0, wenn’ + 
X1(S)4 i \=(P wenn elite 

Satz 148. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Aqui- 
valenz zweier irreduzibler Darstellungen besteht in der Gleichheit des 
Charakterensystems. 

Beweis. Durch Transformation andert sich der Charakter einer 
Matrix nicht, daher ist Gleichheit des Charakterensystems eine not- 
wendige Bedingung. Nunmehr seien J’ und J” zwei irreduzible Dar- 
stellungen mit demselben Charakterensystem y(S) (S=E,A,...). 
Ferner sei J, die Adjungierte von J’. Ihr Charakterensystem ist 7(S). 
Ferner ist die Adjungierte von I, wieder J” (§ 53). 


Nun gilt 
SAN aN. 


Daher sind nach dem vorigen Satz die Substitutionsgruppen mit dem 
Charakterensystem y 4quivalent mit der Adjungierten zu J}, also mit 
I’, womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 149. Eine reduzible Darstellung von & laBt sich auf eine und 
nur eine Weise als Summe wrreduzibler Bestandteile darstellen. 

Beweis. Sei 

P=¢ly-role+e +6f, =qlytoc tek; 

wobei die Koeffizienten c; und cj ganze positive Zahlen oder Null sind, 


da wir auch die Méglichkeit zulassen miissen, daB in der einen Zerlegung 
ein irreduzibler Bestandteil auftritt, der in der anderen nicht vorkommt. 
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Bezeichnen wir die Charaktere von J’ mit x, diejenigen von J; mit x"), 
so gilt allgemein fiir jedes Element von & 
x — c, x") -f Cy) a eee + ¢, 4) — cy x") - cee + cp x), 
Daraus wird weiter, wegen Satz 147, 
HASSE GE — Ee 
also c; = cj. ; 
Satz 150. Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Aqui- 


valenz zweier Darstellungen von & besteht in der Gleichheit thres Charak- 
terens ystems. 

Beweis. Zunachst ist die Bedingung notwendig. Sie ist aber auch 
hinreichend, denn wie im vorigen Beweis folgt, daB die beiden Dar- 
stellungen dieselben irreduziblen Bestandteile besitzen, sie lassen sich 
also in dieselbe vollstandig reduzierte Gestalt transformieren und sind 
daher aquivalent. 


§ 55. Weitere Relationern zwischen den Gruppencharakteren. 


In §7 haben wir eine Einteilung der Elemente einer Gruppe in 


Klassen kennengelernt. Wir bezeichnen die Klassen mit G,, G,,..., ©, 
und die Anzahl der Elemente in G; sei h;. Wenn ©; aus den Elementen 
Aras) Af besteht, so schreiben wir ©; = Af + +--+ AM Man kann 
nun ias Produkt ©,;@, definieren als 

; A / hi he < 

(AWD milly (Ae eerie) = 2 AP A®), 


und diese neue Summe ist wiederum eine Summe von Klassen, denn 
transformiert man die linke Seite durch ein beliebiges Element, so 
erfahren die Elemente jeder Klammer unter sich eine Permutation. 
Indem wir rechts abzahlen, wie oft jedes Element auftritt!, erhalten 
wir die Gleichung 
rT 
6,6, = >, %iniG, 


wobei die Koeffizienten c ganze positive Zahlen oder 0 sind. Mit Hilfe 
dieser Koeffizienten lassen sich nun Gleichungen definieren, denen 
die Charaktere jedes Systems geniigen. 

Wir bemerken zunachst, da8 unter den Charakteren y(S) einer 
Darstellung von  hdéchstens ry verschiedene vorkommen, denn die 
Matrizen derselben Klasse von @ besitzen denselben Charakter. Zu 
jeder Klasse gehért ein Wert von y und wir setzen y(A) =y,;, wenn 
A zu ©; gehért. Speziell wird y(£) = y, =n. 


1 Durch diese Festsetzung unterscheidet sich die neue Produktdefinition voin 
Komplexkalkiil des § 6. 
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Alsdann lassen sich die Relationen von Satz 147 auch so schreiben 


4 =; 0 fiir y’ + 
a Xk 
ort Hy Ge bb g fiir vy. =y. 


Bildet man die Summe aller Matrizen einer Substitutionsgruppe, 
welche zu Elementen derselben Klasse © von  gehoren, so erhalt 
man eine Matrix C, welche mit allen Matrizen der Gruppe vertausch- 
bar ist. Denn transformiert man die Elemente einer Klasse durch ein 
beliebiges Element der Gruppe, so erfahren sie nur eine Vertauschung, 
die Summe bleibt ungedndert. Nun gilt der 

Satz 151. Die einzigen Matrizen, welche mit allen Matrizen einer 
trreduziblen Substitutionsgruppe vertauschbar sind, sind die Multipli- 
kationen cE. 

Beweis. Es sei die Matrix T = (t;,) mit allen Matrizen der irredu- 
ziblen Substitutionsgruppe J’ vertauschbar. Insbesondere gelte T A = A T. 
Wir bilden nun die Bilinearform 


or 


=D bin Xi Ver 
i,k=1 

Ich behaupte, daB sie invariant bleibt, wenn man auf die Variablen x 
die Substitution A, von J; und auf die Variablen y die entsprechende 
A von I’ anwendet. Hierdurch geht namlich g iiber in eine Bilinear- 
form mit der Matrix A?TA. Nach Voraussetzung ist A? TA= A?AT 
und dies ist nach dem Anfang von §53 gleich T. Nun gibt es aber 
nach Satz 145 fir irreduzible Gruppen nur die invarianten Formen cf. 
Daher muB g mit einer dieser Formen iibereinstimmen und die Sub- 
stitution T ist daher gleich cE. . 

Satz 152. Zwischen den Charakteren einer irreduziblen Darstellung 
von & gelten die Gleichungen 


Go Ip otf h é 

wt EEE OS 54 oder hi xitexe =r > Cini 

m 7a | mM l=1 

Beweis. Die Summe C; der Matrizen der 1-ten Klasse ist nach 
dem vorigen Satz eine Multiplikation. Wir setzen 
C;= mF 

Diese Matrizen miissen nun den Gleichungen fiir die Klassen geniigen, 
die am Anfang dieses Paragraphen ASTANA OEY sind, d. h. es miissen 
die Gleichungen gelten 


nite = D Cini 


Der Charakter von C; ist »n;= 4,7; Andererseits ist er auch die 
Summe der Charaktere der h; Matrizen der Klasse, also = h;y;._ Daraus 
ae 


folgt: 41.9; =x; oder n; = , womit der Satz bewiesen ist. 
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Man kann auch zwischen den Charakteren der Matrizen, die in den 
verschiedenen irreduziblen Darstellungen zum selben Element gehéren, 
Relationen angeben. 

Seien J\,...,/, Reprasentanten der verschiedenen irreduziblen 
Darstellungen und sei die vollstandige Reduktion von 1,/(, durch 
folgende Formeln gegeben 


ye oe Digiteel S: 
w=1 


Der Charakter der zum Element A gehérigen Matrix in J\,J°, ist Pro- 
dukt der entsprechenden Charaktere in J), und J’,, daher wird 


x (S) x (S) = S Buow%™ (S), 
oder 


Es bleibt bloB noch iibrig, 7’, die Anzahl der nichtaquivalenten irre- 
duziblen Darstellungen, zu bestimmen. Bis jetzt kénnen wir bloB sagen, 
daB v’=, ist. Denn ware 7’>~,7, so bestande zwischen den 7’ Charak- 
terensystemen mindestens eine lineare Relation 


> a, 7 =0 (Rie eu rye 
v=1 
Multipliziert man sie mit h, 7% (k=1,....,7) und addiert, so folgt 


a, = 0. Im nachsten Paragraphen werden wir zeigen, daB r=vr’. 


§ 56. Die regulare Darstellung einer Gruppe. 


Die Quelle aller Darstellungen einer Gruppe ist diejenige durch 
eine reguldére Permutationsgruppe, die man erhalt, indem man die 
g Elemente FE, A, B,... rechts der Reihe nach mit F, A, B,... multi- 
pliziert. 

In dieser Darstellung ist y(E)=g, y(A)=0 fir A=+E, da die 
Permutationen, die zu den von E verschiedenen Elementen gehéren 
kein Element in Ruhe lassen. Wir bezeichnen diese Darstellung mit 
IT und setzen sie vollstandig reduziert folgendermaBen an: 


[Jan Tyteo tay Ty. 


Wenn wir die Charaktere links und rechts einander gleichsetzen, folgt 


. 0 fir A+E 
(v) =a 
Pa (4) ge fir A= E. 


Multipliziert man diese Gleichung mit y)(A-) und addiert iiber alle 
Matrizen A, so erhalt man rechts g-y" (E), links wegen Satz 147 mg 
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und hieraus »,= y") (E). Hiermit sind nach der Methode vom letzten 
Paragraphen die irreduziblen Bestandteile von /J gefunden und wir 
haben den 

Satz 153. Die reguldre Darstellung IT von & enthdlt jede trreduzible 
Darstellung so oft, als deren Grad betrdgt. Fiir die Charaktere der irre- 
duziblen Darstellungen gelten die Gleichungen 


5 ara $0 fir AFE Sec 0 fur sel 
Se EA) = “EO ieee ee Si=(? fir J=1. 
Zu jeder Klasse ©; von Elementen gibt es eine Klasse, welche aus 
den inversen Elementen von ©; besteht. Wir bezeichnen sie mit (€;, 
und bemerken, daB i =7’ sein kann. ©; und GC; bestehen aus gleich- 
vielen, h; = h;, Elementen. ©;€; enthalt die Klasse ©, = E genau h; mal, 
wahrend ©; ©, fiir k= 7’ die Klasse ©, nicht enthalt. 
Hieraus folgt, daB 
ee 0 fiir k= 0’ 
: h; fir k=1’. 


Summieren wir nun die Gleichungen von Satz 152 


r 
h; g hy xy = pee i Cini gs? 


iiber ‘alle Werte v=1,...,7’ und benutzen wir die Gleichungen von 
Satz 153, so folgt, da h, = 1 ist 


(v) (v) __ (v) (0) 0 fir k=+7’ 
afin hk Xr = Seas S02 eee eae 


und da wir h;h, vor das Summationszeichen setzen k6nnen, erhalten 
wir den 
Satz 154. Zwischen den Charakteren bestehen folgende Relationen: 
i= 0 fiir k=- 7’ 
oe i 2 far =i’. 
4 


Hieraus schlieBen wir, daB die 7 Reihen 
x. 
20 18 on a 
0) 9 ve yf 
linear unabhangig sind und daraus weiter, daB r=r’. In Verbindung 
mit 7’ =sr ergibt sich r= 1’: 
Satz 155. Die Anzahl der nichtdquivalenten irreduziblen Darstellungen 
von & ist gleich der Anzahl der Klassen der Elemente in &. 
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§ 57. Ubersicht. 


Um eine Ubersicht iiber die Relationen zwischen den Gruppen- 
charakteren zu erhalten, bilden wir folgendes quadratische Schema: 


Coles ti latinos eat 
i 7 1 3 4d ‘ (l , 
YAU he hw Sui haar iy 9 
2 2 2 
OBE rN ey fing Sera WG a 
DA licteg ssi: seo 39 


In jeder Zeile stehen die Charaktere einer irreduziblen Darstellung 
nach den Klassen von ® geordnet, in jeder Spalte diejenigen, welche 
zur selben Klasse von & gehoren, nach den verschiedenen Darstellungen 
geordnet. 

1. Zwischen den Zeilen bestehen die bilinearen Beziehungen 

0 wv’ 
(v) ~) = 
Be tek, =| orn 
wobei y) den zu y) konjugiert imaginaren Charakter bezeichnet, d. h. 
den zur adjungierten Darstellung gehorigen. 
2.-Zwischen den Spalten bestehen die Gleichungen 
040) — 0 k=?’ 
py xs & Rai’, 
hi 
wobei vy; den zur inversen Klasse von y; gehérigen Charakter bezeichnet. 
Auch y; und y; sind konjugiert imaginar. 

3. Zwischen den Charakteren einer beliebigen Zetle bestehen die 

Gleichungen 


h; he Xitr = ral 2 Cont An X1- 


4. Zwischen den Charakteren einer Spalte bestehen die Gleichungen 


r 
x) x — oe, Raia Xt: 
w=1 


Wir bemerken, daB 1 und 2 auseinander folgen, wenn man den 
Satz anwendet, daB zwei inverse Matrizen M und M-! vertauschbar 
sind: MM = M1M = E. 

In der Tat bezeichnet man die Matrix 


(x) (i atileeien®) 


; (v=1,..'.,7) 
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mit X, so wird X-! wegen der Relationen 1 gleich der transponierten 
Matrix zu 

As ory’ 
ie f q 
Bildet man nun X~'X, so erhalt man 
=) ee 
poe as” jl Vea hg 
v=1 
Nun. ist -y°) = 7%), also 


Oe =: k 
> 37 = = ma a a 


was gerade die Formeln 2 sind. 

Die GréBen c;,; sind gewissen einfach anzugebenden Beschran- 
kungen unterworfen. So ist c;,4; = c,;;, denn €,C, = €,€,;. Ferner wird, 
wie schon bemerkt, 

O kev 
eS ks peg 
AuBerdem 
Oo taek 
EG WG Bu 


SchlieBlich gelten noch die komplizierten, aber fiir die Theorie der 
hyperkomplexen Zahlen fundamentalen Beziehungen, welche aus dem 
Bestehen der assoziativen Gesetze folgen (€; €;) ©, = ©; (C; ©,). 

Es wird 


(C; ©) G, = SeinG C, = iy Shove se 


l=1m=1 
Ebenso 
i(G; C,) = aa Cri & ©, me > Gini Citm Em 
Daher 


, r 

> | 
a Ciptlikm = Given 
Tent =a 


Hierbei ist vom Bestehen des kommutativen Gesetzes kein Gebrauch 
gemacht. ‘ 
Fir die GréBen g, 4 gelten ganz entsprechende Gleichungen 


Suow = Svuw > Suto 8wvs = > Sive Suws 
ON vEaw 
E1ivw = 8v1w = | “5 
eo 
0 v+u' 
640) aa an ‘ 
v=U4 
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Die Zahlen c;,; und g,, lassen sich durch die Charaktere ausdriicken. 
So folgt aus 


r 
ihe as ae) = aS Goarlage” 
=1 


() 
nach Multiplikation mit 2 und Summierung tiber v 


x) (v) ,(r) 
Xk xiv 
hh, Sar == .C5 40 6 


Ebenso findet man aus 
tat pS » Save ts” 
nach Multiplikation mit 4; yf”) und Summation iiber 7 


DOK a = boce8- 
s=1 
Aus dieser Gleichung ersieht man sofort, da8 g,,,—=&,uw, ferner 
Luvw = fw’ du’ = Buw'v'- Da die rechte Seite reell ist, bleibt die linke unge- 
andert, wenn man alle Zahlen durch die konjugiert komplexen, d. h. 
w durch wu’, v durch v’, w’ durch w ersetzt und man erhilt g,,0=gw yw’. 
Setzt man in der zweiten Relation i1=k=1, so wird h;=1 und 
man erhalt den 
Satz 156. Die Grade y\,..., 4{ der ivreduziblen Darstellungen von 
® geniigen der Gleichung © 


(P+ + (XP) =e. 


Die Charaktere sind, als Summen von Einheitswurzeln, ganze alge- 
h.y) 


braische Zahlen. Dasselbe gilt von den Ausdriicken See Denn be- 
x1 


zeichnen wir sie bei festgehaltenem v mit 7,...,7,, So geniigen sie den 
Gleichungen 


me = X Carte: 


Halten wir hierin den Index & fest, so folgt in: bekannter Weise aus 
dem Bestehen der y Gleichungen fiir 7 =1,...,7, daB 4, der Gleichung 
in ¢ geniigen muB 


os) 8 ance” i GOy 6/0 cey @. WS sa) cay a) ie) eters Tepito a! 
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Hierin ist (—1)’ der Koeffizient von ?/, die iibrigen Koeffizienten sind 
ganze rationale Zahlen. Die 7 Wurzeln dieser Gleichung sind die 
ry Zahlen 
Ay Xk % 
ee) (yossrL a, a) 
ae 
Multipliziert man die Zab. — oy x mit 4’) und summiert tiber 7, so 
e 


erhalt man Nun mu8 die Summe ganzer Zahlen wiederum eine 


eo 
Oe 
ganze Zahl sein und wir erhalten den 

Satz 157. Die Grade der irreduziblen Darstellungen von & sind Teiler 
der Ordnung von &.- 

Wir betrachten noch die Darstellungen ersten Grades von &. Eine 
solche ist zyklisch und holoedrisch isomorph mit der Faktorgruppe 
eines Normalteilers Jt von &. Der Normalteiler ¥t enthalt die Kommu- 
tatorgruppe © von &. Umgekehrt ist jede Darstellung von &/€ auch 
Darstellung von & und vom ersten Grade, falls sie irreduzibel ist, denn 
@/C€ ist Abelsch. Daraus folgt der 

Satz 158. Ist s der Index der Kommutatorgruppe © von ©, so gibt 
es genau s irreduzible Darstellungen von &, die den Grad 1 haben, néim- 
lich die s Darstellungen von &/€. 

Mit den Matrizen bilden auch deren Determinanten eine Darstellung 
von ©, und zwar eine solche vom Grade 1. Daraus folgt der 

Satz 159. Diejenigen Substitutionen von I, deren Determinante 1 
ist, bilden einen Normalteiler, dessen Faktorgruppe zyklisch 1st. 

So besteht z.B. die alternierende Gruppe aus denjenigen Permu- 
tationen, deren Determinante +1 ist, wahrend die tibrigen die Deter- 
minante —1 haben. 


§ 58. Vollstandige Reduktion der regularen Permutations- 
gruppe. 

Die Formeln des vorigen Paragraphen erschdpfen nicht die ganze 
Fille der Beziehungen zwischen den Koeffizienten der irreduziblen 
Substitutionsgruppen. Um diese zu finden, wenden wir ein neues 
Verfahren an mit Hilfe der hyperkomplexen Zahlen. Bereits im vorigen 
Paragraphen sind die Summen 6G, gebildet worden. Wir definieren 
jetzt allgemein: 

Definition. Sind ¢,,¢,,...,¢, Elemente einer Gruppe, so heiBt 
C=a,¢,+-::+4,e, eine hyperkomplexe Zahl, wobei die Koeffi- 
zienten a irgendwelche reelle oder komplexe Zahlen sind. Ist 7 =}, e,+ 

-+ + 6, e, eine weitere, so heift 


Ct = (4+ 5) e +°°> + (a, + 5) e, 
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die Summe und 
C+ = a,b ef + a, by ey eg +--+ a,b, ef 

das Produkt von ¢ und 7. Offenbar gilt das assoziative und distri- 
butive Gesetz, dagegen nicht das kommutative fiir die Multiplikation. 
Ferner setzen wir fest: Ist =, so ist .a;=6;. Daraus folgt: Zwischen 
den n Zahlen (“ = al e,4+---+ae,(k=1,..., ) besteht dann 
und nur dann eine lineare Beziehung, wenn die samtlichen m-reihigen 
Determinanten der Matrix (a‘*’) verschwinden. Die Relationen zwischen 
den hyperkomplexen Zahlen sind genau dieselben wie diejenigen zwischen 
den Zeilen in dieser Matrix. 

Nunmehr betrachten wir irgendeine Darstellung J’ von ®& durch 


Substitutionen. Die Matrizen seien FE, A, B,..., S,..., die Elemente 
ép, €4; €p,+»-,€s,.++, $0 daB, wenn AB=C, auch e, eg = éc. ist} *nun 
bilden wir die Matrix 
Eep+Aeg+-:-+Ses+:*-= 3 Ses=M. 
S 


M kann offenbar auch durch (¢;,) bezeichnet werden, wobei 
Cin = Cin Ce + Qinea + ° °° + Sjpés to-:. 
Setzt man M mit S~! rechts zusammen, so ergibt sich 
MS-!=S"'e,+ASe, + -++= Fest Aegs+ ves == M es. 
Bilden wir die erste Zeile rechts und links, so folgt 


Cu Si + Cie Sig + -** + Cin Sin = Cn es 
Cir Sor + Cre Soo + -+* + Cin Son = Cis es 
Cit Suit GteSa2 he te Ginna, = bin ess 
wobei (s;,) die zu S adjungierte Matrix bedeutet, d. h. die transponierte 
Matrix von S7}, 
Entsprechende Formeln erhalten wir fiir die iibrigen Zeilen. Das 
ergibt den wichtigen 
Satz 160. Bet rechtsseitiger Multiplikation der Zahlen C;1,..., bin 
mit es erfahren sie die Substitution S von I). 
Genau gleich beweist man den analogen 
Satz 161. Bez linksseitiger Multiplikation mit es-: erfahrt jede Spalte 
Cik»- ++ Onp~ Ate Substitution S. 
Nunmehr sei J’ irreduzibel. Es wird 


n 
Cines = > fii Sai: 
= 


Multipliziert man diese Gleichung mit s,,, und addiert iiber alle S, 
so erhalt man wegen Satz 146 


: 0 kR+1 
cin Sims = 


SPs = 
yi cim RL, 
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Daher 
Cn 0 k+l, 


Chie a oe 
entnimmt man dagegen die s;,, aus irgendeiner irreduziblen, mit I’ 
nichtaquivalenten Darstellung von ©, so erhalt man ¢,, ¢/,, = 0. 
Daraus erhalten wir den 
Fundamentalsatz 162. Zwischen den hyperkomplexen Zahlen C;» 
der wrreduziblen Substitutionsgruppe I” bestehen die Beziehungen 


Cie’ Sim = 0 k=l 
cele =o Sim: 
Stammt Cj, aus einer mit I’ nichtdéquivalenten irreduziblen Darstellung 
I”, so gilt 
Cin lim = 9 
fiir alle Indices. 
Betrachtet man speziell die Koeffizienten von eg, so erhalt man die 
Beziehungen des Satzes 146 zuriick, die iibrigen ergeben neue Relationen. 
Nunmehr sei /},..., J, ein vollstandiges System nichtaquivalenter 
irreduzibler Darstellungen von &. 
Wir schreiben die Zahlen €;, von I, (J=1,2,...,7) in der nach 
Zeilen geordneten Reihenfolge auf 


On Cine osm crs 8 Cams oh Gent 
dann erhalten wir, wegen >’ (y')? = g, gerade g Zahlen, die mit ¢,,..., ¢, 
jet 


bezeichnet werden sollen. Multipliziert man sie rechts mit es(S =£,A.,...), 
so erhalt man nach Satz 160 eine Darstellung von © in vollstandig 
reduzierter Gestalt und jeder irreduzible Bestandteil tritt darin gerade 
so oft auf, als sein Grad betragt. 

Satz 163. Die g Stellenzeilen eines vollstandigen Systems irreduzibler 
Darstellungen sind linear unabhingig und bilden untereinander aufge- 
schrieben eine quadratische Matrix N mit g Zetlen und Shalten. 

Beweis. N ist quadratisch, weil wir g Stellenzeilen mit je g Ko- 
effizienten haben. Eine lineare Beziehung besteht dann und nur dann 
zwischen den Stellenzeilen, wenn die Determinante von WN gleich Null 
ist. Wir ersetzen nun jede Darstellung des vollstandigen Systems 
durch die adjungierte und bilden mit diesen die entsprechende Matrix, 
die mit N bezeichnet werden soll. Setzen wir N mit N Zeile fiir Zeile 
zusammen, so erhalten wir, wegen Satz 146, eine Diagonalmatrix, deren 
Determinante sich leicht berechnet zu 

eng S 
r (v))?° 
Tw ) 
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Daher ist auch die Determinante von N von 0 verschieden. Hieraus 
folgt nun leicht der 

Satz 164. Die reguldére Gruppenmatrix laBt sich durch Transfor- 
mation mit der aus einem vollstindigen System trreduzibler Darstellungen 
genommenen Matrix N vollstindig reduzieren. 

Beweis. Man erhalt die regulare Darstellung durch die Zahlen: 
€r,€4,-.., indem man sie der Reihe nach mit es (S=E,A,B,...) 
multipliziert. Aus ihnen gehen die Zahlen ¢,,...,¢, durch die lineare 
Substitution N hervor, diese erfahren daher die durch N transformierten 
Substitutionen bei Multiplikation mit és. 

Ist I’ eine beliebige Darstellung von & mit den Matrizen E, A, B,..., 
so kann man die Gruppenmatria (Ex, +Ax,+ Bxg+4+-::) bilden. 
Ihre Determinante, die Gruppendeterminante, ist eine Form vom selben 
Grad wie J’ in den Variablen x, x4,.... Wir bezeichnen sie mit D(x). 
Wenn nun J’ vollstandig reduziert die Gestalt hat 

Pend + 415, 
so wird 
D (x) = De (x) Dy (x)... DY (2x), 

wobei ®,(x) die Gruppendeterminante von I’, bedeutet. Die Formen ®, 
sind unzerlegbar, denn die Determinante |x;,| ist, als Funktion der n? 
Variablen x;, betrachtet, unzerlegbar und @, laBt sich durch eine lineare 
Substitution mit nicht verschwindender Determinante in diese Funk- 
tion transformieren, weil die m* Linearformen in der Gruppenmatrix 
von J’, (nach Satz 163) linear unabhangig sind. Die reguldére Gruppen- 
determinante, d.h. die Gruppendeterminante der regularen Darstellung, 
ist daher das Produkt der y-ten Potenzen aller ®,(x) und damit in 
ihre unzerlegbaren Bestandteile zerlegt. 

Wie man sieht, entspricht jedem unzerlegbaren Faktor einer Gruppen- 
determinante ein irreduzibler Bestandteil der zugehdrigen Substitu- 
tionsgruppe. 

Zum SchluB soil noch gezeigt werden, wie man fiir zwei a4quivalente 
irreduzible Darstellungen J” und J” eine Substitution U finden kann, 
welche J’ in J” iiberfiihrt. Wir setzen, wie frither, ¢;, = > s;, és und 

S 


weiter 71m = > Sims, Wobei (s{,) die Matrizen von J” darstellen. Nun 
5 
gilt offenbar 
U~* (fix) U = (nin)- 
Setzt man U = (u;,), U-1 = (uj), so wird 
Nik = a ui Cin Unk - 
| 


Daher wird wegen Satz 162 , 
Nik Sim = £ Si Uj R eye . 
x1 F 
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Nun betrachte man auf beiden Seiten den Koeffizienten von eg. 
Rechts ist er nur in €,,,, von Null verschieden und darin gleich 1, 
daher ist rechts der Koeffizient von eg gleich u¥,,1, sp Links ist er, 


1 
wenn man die Matrix S-! mit (s¥,) bezeichnet, gleich 's/,sj,,. Daher 
S 


ae, Sees, Ae 
> Sik Stm = Mim Mth + 
1 


S 


wird 


Setzt man z. B. 1 =m = 1, so erhdlt man 
> Siz Sh = Sua, Uk 
x1 
5 
und kann so, falls uf von 0 verschieden ist, die GréBen u,, bis auf 
einen gemeinsamen Faktor finden. Jedes U ist damit gefunden, denn 


U ist bei irreduziblen Gruppen genau bis auf einen solchen Faktor 
bestimmt durch die Bedingung U1 TU =I”. 
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Fiir Abelsche Gruppen lassen sich leicht die samtlichen Darstellungen 
_angeben. A,,..., A,, mdgen eine Basis von ®& bilden, und die zuge- 
horigen Ordnungen seien 4,,...,4,,.. Nun bezeichne ¢; eine primitive 
a,;-te Einheitswurzel. Ersetzt man A; durch irgendeine Potenz von 
€; (1 =1,..., m), so ist damit jedem Element ein Zahlwert zugeordnet. 
Man kann so den m Basiselementen auf a,:-- a,, verschiedene Weisen 
Zahlwerte zuordnen und hat also die samtlichen irreduziblen Dar- 
stellungen auf diese Weise erhalten. 

Bei der Komposition reproduzieren sie sich und bilden eine mit 
® holoedrisch isomorphe Gruppe. Man ordne namlich die Darstellung, 
bei der A; durch ¢! (i =1,...,m) ersetzt ist, dem Element A{?:--- A= 
zu. Ist bei einer weiteren A; durch ¢;' dargestellt, so wird bei der kompo- 
nierten A; durch ¢?'*% ersetzt und fiir die zugeordneten Elemente gilt 


Piney, Mogod: MPEP”, Dibgl: 07 WCities 

Wir gehen nunmehr iiber zu den Diedergruppen. Sie sind gegeben 

durch folgende Gleichungen: 
At <p thy BVA Bee AD: 

Offenbar bildet {A} einen Normalteiler vom Index 2. Daher erhalt 

man zunachst 2 Darstellungen, namlich die identische 
AS == Boe=~(1) 

und die folgende 


12* 


180 12. Kapitel: Gruppencharaktere. 


Weitere findet man in folgender Weise: Sei ¢ eine primitive m-te 
Einheitswurzel und 


SOF 01 
Pediat bea AE 


Diese Matrizen geniigen den drei Bedingungen. 
Allgemein erhalt man die Darstellungen 


e' 0 01 
faloe) B= (1 4): 


Ist zunachst m ungerade = 2/+1, so erhdait man, wenn man 
1=1,...,1 setzt, 1 verschiedene Darstellungen, weil fiir sie die charakte- 
ristischen Wurzeln von A samtlich verschieden sind. Sie sind ferner 
irreduzibel, denn sie bilden keine kommutative Gruppe. Wir haben 
so 1 Gruppen vom Grade 2 und 2 vom Grade 1. Addiert man die Qua- 
drate der Grade, so kommt 


1-44 2=2 (21+ 1) = 2m = Ordnung der Gruppe. 


Wir haben also alle Darstellungen der Diedergruppe gefunden. 
Sie sind samtlich monomial. 


Ist m gerade, so ergibt der Fall 7 = * eine reduzible Darstellung: 


—1 0 01 
die in zwei verschiedene Darstellungen vom Grade 1 zerfallt 


A=(—1) B=(1} wnd A=(—1) B=(—)). 
Hier gibt es 4 Darstellungen vom Grade 1 und ae vom Grade 2. 


Es wird wieder 
4($-1) AA ay: 
Die Quaternionen-Gruppe ist definiert durch die Gleichungen 
Ates Bit Reels 9 AUB A eda 
B? = A® ist das einzige Element von der Ordnung 2. Es erzeugt einen 
Normalteiler mit Abelscher Faktorgruppe vom Typus (2, 2). Dies ergibt 
4 Darstellungen vom ersten Grad. Um eine weitere zu finden, wenden 
wir die Methoden der monomialen Darstellung an. {A} ist zyklischer 
Normalteiler. Wir bilden 
E+1A+7A?-+ A8 
B+1AB+7A?B + AB. 
Man findet sofort, daB rechtsseitige Multiplikation mit A die Sub- 
stitution ergibt 


01 


—l1 0 


(ays ae wahrend B die Substitution ( 


) liefert. 
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Damit ist die irreduzible, weil nicht Abelsche Darstellung gefunden: 


s=(59) 2=( 23) 


Diese und die 4 vom Grade | bilden ein vollstandiges System irreduzibler 
Darstellungen. 

Man verifiziere in allen Fallen, daB die Anzahl der verschiedenen 
Darstellungen gleich der Anzahl der Klassen von Elementen ist. 


Wir gehen nun iiber zur Untersuchung von transitiven Permuta- 
tionsgruppen und beweisen den 

Satz 165. Jede transitive Permutationsgruppe I enthdlt die iden- 
tische Darstellung genau eimmal. Ist sie zweifach transitiv, so besteht 
ste vollstandig reduzert aus der Summe der identischen und einer weiteren 
trreduziblen Darstellung. 

Beweis. Der Charakter einer Permutation ist gleich der Anzahl der 
Variablen, die ungedndert bleiben bei der Permutation. Nun ist nach 
Satz 102 die Summe aller Charaktere gleich der Ordnung der Gruppe, also 
enthalt sie nach Satz 142 die identische Darstellung genau einmal. Es sei 

DD Mel ae Ned) 
daher der Charakter y von 
1 ial) 8 Wan LY Vesa aati EF 
zy stimmt mit dem konjugierten Charakter tberein. Wir bilden 


> 02 (S) =X (a(S) 2+ + tr te (S)) Ge (S) ++ + try (5). 
S Si 
Nach Satz 147 folgt 
Sy (S)=e-(l+--- +0). 
S 
Nun ist nach dem Satz 103 .S'y?(S) gleich g mal der Anzahl der 
Ss 


transitiven Systeme, in denen die Untergruppe, welche eine Variable 
ungedndert laBt, die Variablen permutiert. Ist die Gruppe zweifach 
transitiv, so wird also 

& 1°(S) = 2g. 


Also muB sein 1+ ----+”? = 2, d.h. aber, daB8 nur noch eines der 
n von 0 verschieden und gleich 1 ist, womit der Satz bewiesen ist. 

Es ist leicht, aus einer Permutationsgruppe die identische Dar- 
stellung herauszuschaffen. Sind x,,..., x, die Variablen, so bilde man 
Vy 4g M1 0 Vn an 1 - 

Bei irgendeiner Permutation mége eine solche Differenz in x,— x; 
tibergehen. Dann driickt sich diese neue Differenz durch die Variablen y 
aus mit Hilfe der Gleichungen 

LE et a ki 4s 
Bereits die »—1 Variablen y,,..., y,—1 erfahren also eine lineare Sub- 
stitution. 
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Mit Hilfe dieses Satzes kénnen wir die samtlichen Darstellungen 
der Tetraedergruppe bestimmen. Sie ist gleich der alternierenden Gruppe 
von 4 Variablen und besitzt 4 Klassen, namlich: 

1. BE; 

2. die Elemente der Ordnung 2: (12) (34), (13) (24), (14) (23). 

Die Elemente von der Ordnung 3 zerfallen in 2 Klassen: 

3. (123), (214), (341), (482) und 

4. (124), (213), (342), (431). 

Die 4 Charaktere sind 4, 0, 1, 1. Da die Gruppe zweifach transitiv ist, 
so bleibt nach Wegnahme von~J’, eine irreduzible Darstellung iibrig, 
deren Charakterensystem folgendes ist: 3, —1, 0, 0. In der Tat ist 


1-3?+3-(—1)?4+ 4-074 4-0?= 12. 

Die Gruppe besitzt einen Normalteiler von der Ordnung 4 und 
daher 3 Darstellungen 1. Grades, fiir welche sich die Charaktere leicht 
berechnen lassen. Sei ¢ eine 3. Einheitswurzel, so lautet die Tafel der 
Charaktere 


Co Gat Gar 
bail gh hon ee tala go 
Yh 1 li +e et 
as 1 Thon BF tbe 
7 clg8 Mees ele 


Man verifiziere die Gleichungen von § 57. 

Das Ikosaeder gibt uns zu einigen weiteren Bemerkungen AnlaB. 
Seine Gruppe gestattet eine Darstellung durch reelle orthogonale Sub- 
stitutionen von drei Variablen, entsprechend den Drehungen des 
Ikosaeders. 

Jede orthogonale Substitution von ungeradem Grade besitzt +1 
als eine charakteristische Wurzel. In der Tat, ist A eine solche, so wird 
A~! = A® die transponierte Matrix zu A. Ferner wird 


(4—E) A-! = (E— A), 
Geht man zur Determinante tiber und bedenkt, daB |.A| = 1 ist, so wird 
An— Bes |B aeA |, 


Andererseits wird |A—E|=(—1)"|E— Aj, wobei » der Grad von 
A ist. Daraus folgt, wenn » ungerade, |A —E |= 0, d.h. list charakteri- 
stische Wurzel von A. 

Wir berechnen nun die Charaktere der Darstellung. Die Gruppe 
besitzt 5 Klassen: E, ferner die 15 Substitutionen von der Ordnung 2, 
deren Wurzeln 1, —1, —1 sind (Drehung um eine Achse mit Winkel 
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180°), die 20 Substitutionen von der Ordnung 3. Die iibrigen 24 von der 
Ordnung 5 zerfallen in zwei Klassen, solche von Drehungen um die 


9 9 
Winkel $52 bzw. +2--2, Die charakteristischen Wurzeln der 


Matrizen von der Ordnung 3 sind 1, ¢, e~! (¢ =3-te Einheitswurzel), 
da sie einer reellen Gleichung vqm Grade 3 geniigen, diejenigen der 
Matrizen von der Ordnung 5: 1, 7, n~* bzw. 1, 7?, 7-* (ny = 5-te Ein- 
heitswurzel). 
Die Charaktere sind infolgedessen: 
2) 3,—1,0,l4+y+y77, l+72+7-? bzw. 
3) 3,—170, ltt, lt+yty. 
Hierbei ist (vgl. S. 186) Thy 
cadet Wh 
2 


ails 
| 

=< 
ol 


l+nt+ynl= ’ l+7?+n7?=- i) twee 
Die Gruppe ist irreduzibel, denn 


1-3? + 15(—1)? + 20-0? + 12- Ge vo)" 4 (= ))) _ 60. 


Ferner reprasentiert sie zwei verschiedene irreduzible Darstellungen, 
deren Charakter durch-2) bzw. 3) gegeben wird. Wir beweisen diese 
Behauptung durch die folgende Uberlegung. Sei I eine beliebige 
Darstellung von ®& und sei ferner irgendein Automorphismus von & 
gegeben. Diesen fiihren wir in J’, aber nicht in & aus, und erhalten 
so offenbar eine neue Darstellung von @. Sie ist dann und nur dann 
nichtaquivalent mit J’, wenn der Automorphismus auch im Charakteren- 
system eine Permutation hervorruft. In unserem speziellen Fall be- 
sitzt die Ikosaedergruppe einen derartigen Automorphismus. Als alter- 
nierende Gruppe ist sie Normalteiler vom Index 2 der symmetrischen 
Gruppe von 5 Variablen. Transformiert man sie durch ein Element 
dieser letzteren auBerhalb der alternierenden Gruppe, so werden, wie 
man sich leicht tiberzeugt, gerade die beiden Klassen mit den Ele- 
menten von der Ordnung 5 vertauscht und bei diesem Automorphis- 
mus geht offenbar 2) in 3) tber und 3) in 2). 

Die weiteren irreduziblen Darstellungen sind nun leicht gefunden: 

Als alternierende Gruppe von 5 Variablen besitzt sie eine Dar- 
stellung vom Grade 5 durch gerade Permutationen., Die Charaktere 
der Klassen sind folgende: 

6:5 G21 G5 2 Coes bh Ye Fol rae OR 

Denn fiir ©, kommt nur der Typus (1 2) (3 4) in Betracht, fiir ©, (1 2 3), 
fiir ©, und ©, (1 2 3 4 5). 

Wir erhalten nach Wegnahme von J, eine Darstellung I, mit den 
Charakteren 4, 0, 1, —1, —1. 

Um noch J, zu erhalten, beachten wir, daB sich die Gruppe auch 
als Permutationsgruppe von 6 Variablen darstellen laBt, namlich der 
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6 Durchmesser, welche gegeniiberliegende Ecken verbinden. Eine 
Drehung um einen solchen Durchmesser liefert ein Element von der 
Ordnung 5, und hierbei bleibt nur dieser eine Durchmesser ungedndert. 
Drehungen von der Ordnung 2 geschehen um die Verbindungslinie 
zweier gegeniiberliegender Kantenmittelpunkte. Die Orthogonalebene 
durch O enthalt zwei Durchmesser, welche bei der Drehung in sich 
ubergehen. Daher ist hier der Charakter =2. Die Drehungen von der 
Ordnung 3 vertauschen alle Durchmesser. 

Die Charaktere sind also hier 6, 2, 0, 1, 1, daher diejenigen von I’; 

5, Fy 1 Orb 
und hier ist 
1-5? + 15- (1)? + 20 (—1)? = 60, 

also ist J’, irreduzibel. Wir bilden so die Tabelle 


: C, C, C, ; C, f. C; 
;. Fy 1 1 ¢ 1 
+14+y5|/4+1—y7y5 
: an et Oral Ss = 
r es g cic Heys 
3 2 2 
iM 4 0 1 —] | 
1 5 dercihectl 0 0 


Als Beispiel fiir die Formel zur Berechnung von g,,,. auf S.179 
geben wir 


Srp 60 = 1-42-34 15-0-+ 20-0412 (1478 | V5) _ ¢, 


Saa2 = I, 
d. h. in I? kommt J’, genau einmal vor, ebenso J; einmal. Ferner wird 
60 + G44, = 1-47 + 15-04 20-13 4 12 ((— 134 (—1)§) = 60 
Sasa = 1 
und schlieBlich 
60 + gy, = 1-42-5+15-0 + 20-1?-(—1) + 0+0=60. 
Daher wird 
Die bisherigen Uberlegungen reichen vollkommen aus, um die Dar- 
stellungen selber zu berechnen. Fiir J, und J’; kann man die Matrizen 
aus der analytischen Geometrie bestimmen als Drehungen des Raumes. 
Wir wollen sie jedoch direkt durch Reduktion einer Darstellung gewinnen 
und schicken noch einige allgemeine Bemerkungen voraus. 
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Um die Permutation und die durch sie erzeugte zyklische Gruppe voll- 
standig zu reduzieren, hat man sie erst in ihre Zyklen zu zerlegen und 


diese zu reduzieren. Sei (%1, %,..., x,) ein solcher Zyklus, so bilde man, 
unter ¢ eine primitive v-te Einheitswurzel verstanden, die Ausdriicke 
%y > %_ 2 Sioa eae Xn = > 
Xt EX + ie ae a CEUX, = Ve, 


xy xe + ag te ea Ve, 


a ae etl a + ee (n—1) Ne a Gore a e(—1) (n—1) Cen aes 

Unter der zyklischen Vertauschung wird y; mit dem Faktor e~ “—}), 
versehen und die Reduktion ist geleistet. Die Matrix der n Linear- 
formen, (¢%—1)(@—)) ie ie ‘ me io , leistet diese Reduktion. 

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Auffindung irreduzibler Darstellungen 
bilden die transitiven monomialen Gruppen. Falls sie nicht schon 
Permutationsgruppen sind, enthalten sie die identische Darstellung 
nicht, denn man erkennt leicht aus den Ausfiihrungen von § 45, daB 
>'s;;=0 ist, d.h. die Summe der Charaktere verschwindet. Nun 
5 


gestattet die Ikosaedergruppe eine solche Darstellung vom Grade 6, 
denn sie besitzt eine Untergruppe von der Ordnung 10, die selbst einen 
Normalteiler vom Index 2 enthalt. Geometrisch ist sie so zu defi- 
nieren, daB man die 6 Durchmesser, welche gegeniiberliegende Ecken 
verbinden, mit einem Richtungssinn versieht. Bei den Drehungen er- 
fahren sie eine Vertauschung, teilweise verbunden mit Richtungs- 
anderung. Findet Anderung statt, so versehe man die Variable mit 
dem Minuszeichen. Diese Darstellung ist reduzibel, und weil sie die 
identische Darstellung nicht enthalt, kann sie nur J’, und J’, enthalten. 

Bezeichnet man die 6 Durchmesser mit *,,..., %, wobei etwa % 
die Richtung der z-Achse, %,,..., %, die iibrigen Durchmesser in einer 
von z aus gesehen zyklischen Reihenfolge und mit Richtungssinn nach 
oben bedeuten, so kann man die zu der Drehung A von der Ordnung 5 
um die z-Achse gehorige Substitution mit (x1) (%2, %3,..., %g) bezeichnen. 
Sei B eine Drehung von der Ordnung 2, welche der Gleichung B-1A B= 
A-} geniigt, so kann man B wiahlen als Drehung um eine Achse senkrecht 
zu x, und %, 

My Na. Ng Ne Ng XG 
ae Mog i5) a A a), 
Als Permutationen der alternierenden Gruppe von 5 Variabien werden 
A = (12345), B= (14) (23). Wahlt man noch C = (12) (34) (Ver- 
tauschung von x, und x,), so wird in monomialer Gestalt, wie man sich 
am Modell leicht tiberzeugt 
Cz ee Xe %  %q 5 a f 
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Setzt man {A}=$, § + BH =®, so wird die ganze Gruppe 
G=]RKR+RKC+RKCA4+RCA?4+ KCAPF4 KCA?. 
Um die Gruppe zu reduzieren, hat man dies bloB bei A, B und C aus- 
zufiihren. Wir beginnen mit A und fiihren daher die neuen Variablen ein 


Mp eaeae ng 0 

14 ee Xgte %+--- +8 4%, 
4 Pa Bet oa tee eee hey, 
ba Ae ig awe ee oe ee 
Os Ba hy e* Hgts + EF Xe, 
Jez Kq + E-7%y + + + EF Xe, 


eu—sle e= 1. 
Ubt man nun A aus, so erfahren die Variablen y die Substitution 


M1 = Vy Yo = &* Yo, ¥3=€ Vz, 
Ya = Ya Vor e oa 
Wenn man dagegen B ausiibt, so wird 
ae Vad de ean De Ya Ne 
ae aa % == Ye Ye Ve 


Etwas umstandlicher gestaltet sich die Ausiibung von C. Wir 
setzen € + e-1=a, e?-| «~? =f und finden, daB « und # der Gleichung 
geniigen x2+ x—1=0. 

Wir haben 

Syeapet iaha9 Bene a—B= 5. 
Dann wird 
2—a=+ y5a, 2—B=—y58. 
Nach leichter Rechnung findet man, daB die y die Substitution erfahren 


0 Far peggy 
eye 8 We 
ies: (alae ert Sirk 


Nun setze man 


ay Vou+ Ye ag Sys 23 = Ys. 
4 —y5 Yt Va 45 = V5) 26 = Ve- 
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Alsdann bleiben A und B ungedndert, wahrend C iibergeht in: 


1 J 
ve ye geo 0 Oi) 
SLRS RPC 
say 0 0 
I tes Bas 
sSgexie wall Sch tok sua ok Ge 
een a Pepe aie 
1 rn ee 
ceed 7p ee 
0 “Online see 
1 —B — oa 


Hiermit ist die Reduktion ausgefiihrt und wir finden fiir I, 


PROT OY —l 0-90 i bepeees 
t= OSes) 0 1 B= OM? OP —S1G ENG re Se ber 8 a 
00 « Orr 26 YEN cel 


Hierbei hat die Gruppe nicht reelle Gestalt, trotzdem sie mit einer 
orthogonalen Gruppe a4quivalent ist. Man findet leicht, daB die quadra- 
tische Form x?-+ %,%3 invariant ist gegeniiber den drei Substitutionen. 
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In der Lehre von den Algebren betrachtet man ein System von GréBen, 
fiir welche eine Addition und eine Multiplikation definiert ist in folgen- 
der Weise: Man gibt m linear unabhangige BasisgréBen @,,Wp., ...,@, 
und bildet die Gesamtheit der GroBen 

O) = 21 Wy ap Xe Wee 222 a An Wn > 
wobei die Koeffizienten alle GroBen eines Korpers durchlaufen und mit 
den Basisgr6Ben als vertauschbar vorausgesetzt sind. Fiir die Multi- 
plikation wird das Distributivgesetz vorausgesetzt und ferner 


° 


n 
W;O, = Dy Bini M1 : 
=o 


Die Multiplikation muB assoziativ, aber nicht notwendig kommutativ sein. 

Wie man sieht bilden unsere hyperkomplexen Zahlen eine Algebra. 
Der Satz 162 besagt nun, daB unsere Algebra die direkte Summe von 
vollstandigen Matrixalgebren ist, wenn man den zugrunde gelegten 
Koeffizientenkorper geniigend erweitert. Die Anzahl der unzerlegbaren 
Summanden ist gleich der Anzahl der Klassen von Elementen in der 
Gruppe &. Fiihren wir namlich an Stelle der Gruppenelemente die aus 
den Stellenzeilen entstehenden GrdBen ¢;, (S. 176) ein, so entspricht 
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einer irreduzibeln Darstellung das System ¢;,, das offenbar fiir sich eine 
Algebra bildet, und zwar die Gesamtheit aller Matrizen des n-ten Grades, 
deren Koeffizienten unabhangig voneinander die Zahien des zugrunde 
gelegten, fiir die irreduzible Darstellung erforderlichen Kérpers durch- 
laufen. Eine solche Algebra heiBt eine vollstandige Matrixalgebra. 
Nehmen wir nun die GrdBen aus einer andern irreduziblen Darstellung, 
so erhalten wir eine neue vollstandige Matrixalgebra und das Produkt 
einer GrdBe der ersten mit einer solchen der zweiten Algebra ist stets 
Null (Satz 162). Eine derartige Addition zweier Algebren heiBt eine 
direkte Summe. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 


Fiihren wir statt der GroBen ¢;, die GroBen re Cin =;, ein, SO gelten 


‘zwischen ihnen die einfacheren Gleichungen 
Cp Cig = O (RL), C76, 4 = oe 


é, gentigt der Gleichung ey; =e, und heiBt darum ein Idempotent. 
Ferner gilt, wenn @ eine beliebige Zahl der Algebra bedeutet, stets 
€y,@ €, = 4€, wo a eine Zahl des Grundkorpers bedeutet, die natiir- 
lich noch von wm abhangt. Wir nennen darum e,, ein primitives Idem- 
potent. 


Multipliziert man ¢,, rechts mit allen GrdBen der Algebra, so erhalt 
man nur die ” unabhangigen GroBen ¢,), éy.,..., €;,, und ihre linearen 
Verbindungen. Man erhalt daher die irreduzible Darstellung J}, wenn 
man ¢, rechts mit den Gruppenelementen ¢s multipliziert (Satz 160). 


Nun sei « irgendein primitives Idempotent, d.h. eine Gr6éBe der | 
Algebra, welche den beiden Gleichungen a? = a und «awa = a-« geniigt. 
Dann liegt « in einem der Summanden, welche aus irreduziblen Dar- 
stellungen stammen. Denn ware « =a’-+ a”, und bezeichnen e’ und 
e’’ die Haupteinheiten der beiden irreduziblen Systeme, so ergiabe sich 


Oe iO Nd oe ga 
und « lage in beiden Systemen, ware also = 0. 
Die Haupteinheit des irreduziblen Systems, in dem « liegt, sei e = e,, + 
Cog + °** + enn Weil aea+-0, so muB mindestens eine der » GrédBen 
ae;;a% von Null verschieden sein. Es sei etwa «¢,,«+0, dann ist 


%€,+-0 und ebenso ¢,a%=+0. Ferner folgt aus «2=«, daB auch 
€y,%€;,;+- 0 und daher = ce,, ist, wo c+ 0 ist. 


Bilden wir nun die 1 GroBen « €,, % ey, ...,&€;,, SO sind sie linear 
unabhangig, denn wenn wir links mit e,, multiplizieren, erhalten wir 
die m unabhangigen GrdBen ce, Céy,..., CE»: 


Offenbar erfahren die GroBen a €,;,0¢y9,...,06¢,, bei der Rechts- 
multiplikation mit den Gruppenelementen es genau dieselben Substi- 
tutionen, wie die GroBen ¢,,, e9,..-, ery: 
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Wir behaupten nun, daB « durch Transformation aus e,, hervor- 
geht, daB es also selber eine GroBe ¢,, ist, die aus einer zu unserer 
Darstellung aquivalenten Darstellung stammt. Zum Beweis setzen. wir 
yy =O = Ay Cyr +> +4 ey, und ea =o = dy ey + °° + Din en: 
Nun wird o@ = cé4,, ferner ist g0 -00 = e (0) o = cgey,o = Coo. Setzen 
wir weiter gg =c’a, so wird aus der Gleichung (90)? =c@go, indem 
wir go durch c’a ersetzen: c’*=c-c’, also c=c’. Weiter folgt aus 


CO = (by Cr +o + Sin ern) (411 Cr + °° + Gut Oni) = Cen, 
indem man die Klammern ausmultipliziert, die Beziehung 
Gy Oy A Diy 2 > + Gy Opn = C. 

Nun bilden wir eine Matrix A, deren erste Spalte a,;, ay,..., a4) 
ist und deren Determinante = 1 ist. Bilden wir A~!, so ist das System 
der Unterdeterminanten der ersten Zeile gleich der ersten Spalte von A, 
nach den bekannten Satzen iiber Determinanten. Ersetzen wir nun 
in A~! die erste Zeile durch 0,,/c, so erhalten wir wieder eine Matrix 
mit der Determinante 1. Bezeichnen wir die zu A gehérige Zahl mit y, 
so finden wir y ¢,, = @ und ¢,,;y~! = a/c, so daB in der Tat gilt 

vyeny = 2° =O. 

Nun geniigen die transformierten GrdBen Yeiny genau denselben 
multiplikativen Gesetzen, wie die e;,, und sie stammen offenbar aus 
der durch y transformierten Darstellung. 


§ 61. Die Charaktere und Darstellungen der symmetrischen 
Gruppen!. 


Wir wollen nun die irreduziblen Darstellungen der symmetrischen 
Gruppe von m Variabeln bestimmen. Die Anzahl der Klassen von 
Elementen ist gleich der Anzahl von Zerlegungen der Zahl m in posi- 
tive Summanden, denn zu jeder dieser Zerlegungen gehort genau ein 
Typus konjugierter Permutationen. Wir ordnen die Summanden nach 
ihrer GroBe und bilden ein Schema von m Stellen, indem wir setzen 
m=m,+m,+-:::+m, und in r Zeilen je m,,m,,... Stellen setzen 
nach Art des folgenden Schemas fiir m=10=4+44+3 


1 Vgl.dieim 11. Kapitel zitierten Abhandlungen von Frobenius, ferner H. Weyl: 


Gruppentheorie und Quantenmechanik, 2. Aufl. S.315ff. — Specht, W.: Die 
irreduziblen Darstellungen der symmetrischen Gruppe. Math. Z. Bd. 39, S. 696. 
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Die Elemente der symmetrischen Gruppe deuten wir als Permutationen 
der Stellen und verstehen unter ‘3 die Gruppe derjenigen Permutationen, 
welche die Stellen in ihrer Zeile lassen, unter © diejenige, welche die 
Stellen in der Spalte 1a4Bt. In unserem Beispiel ist die Ordnung von 
8 gleich 4! 4! 3!, diejenige von Q gleich 3! 3! 3! 2!. Die beiden Unter- 
gruppen $ und © haben kein gemeinsames Element auBer E, denn wenn 
eine Permutation eine Stelle in der Zeile und Spalte 1aBt, so bleibt die 
Stelle ruhen. Der Komplex $0 enthalt daher kein Element doppelt, 
denn ware P, Q,=P,Q2, so ergibe sich P;'P,=Q,Q;', also das 
3 und OQ gemeinsame Element E. 

Bei den Permutationen von $80 werden niemals zwei Stellen der- 
selben Zeile in solche derselben Spalte iibergeftihrt. Denn bei $8 kommen 
sicher zwei Stellen derselben Zeile in verschiedene Spalten, weil sie in 
derselben Zeile bleiben und nicht zusammenfallen kénnen. Beim nach- 
folgenden Q andern sie ihre Spalte nicht mehr. 

Es gilt aber auch die Umkehrung: jede Permutation, welche niemals 
zwei Stellen derselben Zeile in dieselbe Spalte iiberfiihrt, gehort zu $8O. 
Zum Beweis betrachten wir zuerst die erste und langste Zeile. Ihre 
Variabeln werden nach der Permutation gleichviel Spalten beanspruchen 
wie vorher, und wir kénnen daher durch eine Permutation aus } diese 
Variabeln in die richtigen Spalten bringen, denn es gibt ja keine Spalten, 
welche nicht in die erste Zeile reichen. Dasselbe machen wir mit der 
zweiten Zeile. Ist sie kiirzer als die erste, so kommt fiir ihre Variabeln 
jedenfalls die letzte Spalte nicht in Betracht, denn diese enthalt in — 
unserem Fall nur eine Stelle, namlich diejenige der ersten Zeile, und - 
diese muB durch eine Variable der ersten Zeile besetzt werden, weil 
die erste Zeile aller Spalten bedarf. Wir kénnen also sicher sein, daB 
nach der Permutation die Variabeln der zweiten Zeile nur in solche Spalten 
fallen, welche in die zweite Zeile herabreichen. Diese elementare Uber- 
legung laBt sich weiter anwenden und wir erreichen durch eine Permu- 
tation aus 8, daB die Variabeln in der endgiiltigen Spalte liegen. Der 
Rest erfordert offenbar nur noch eine Permutation aus 92, womit der 
Satz bewiesen ist. 


Wir bilden nun die beiden GréBen 
a= S'P p= +9, 
z Q 


wobei im zweiten Fall das +-Zeichen gilt, wenn Q eine gerade Permuta- 
tion darstellt, das —-Zeichen, wenn Q eine ungerade Permutation ist. 
aB=y ist eine Summe und Differenz lauter verschiedener Elemente 
von 380, daher + 0. 

Satz 166. Es gelten die Gleichungen «SB=s-af. Hierbei hat s 
den Wert +1, wenn S in BQ liegt und die wohlbestimmte zweite Kom- 
ponente Q gerade ist, s hat den Wert —1, wenn jene Komponente eine 
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ungerade Permutation darstellt, und s ist =0, wenn S auferhalb von 
BQ lege. 

Beweis. Wenn P in ¥ und Q in Q liegt, so gilt unmittelbar « P = a, 
QB=+f8. Daraus folgt «PQB=(«P)(Qf6)=+a8, womit die 
beiden ersten Behauptungen bewiesen sind. Nun sei S auBerhalb von 
YO, dann gibt es zwei Stellen derselben Zeile, welche nach der Permu- 
tation S in dieselbe Spalte fallen. Es sei P die Vertauschung jener 
beiden Stellen derselben Zeile und Q diejenige der beiden Stellen in 
derselben Spalte. Dann gilt offenbar S= PSQ. Bilden wir nun «S8, 
so ergibt sich aSB=aPSQB = («P)S (Qf) =—a«S 8, weil Q als Ver- 
tauschung von bloB zwei Stellen eine ungerade Permutation ist. Aus 
aSB=—aSB folgt aber «SB = 0. 

a, B und y sind GréBen einer Algebra mit den BasisgréBen E, A, 
B,..., unter € sei eine beliebige GréBe dieser Algebra verstanden. 
Wir beweisen nun den 

Satz 167. Es gilt y?=cy, wo c+0 ist, und yc 1st ein primitives 
Idempotent. 

Beweis. Nach Satz 166 ist yey =a (Bea) B=a-aB=ay. Daher ist 
y jedenfalls primitiv. Nun mu8 noch gezeigt werden, daB y? =c y mit von 
0 verschiedenem c ist. Wir finden zunachst, wie frither, daB BSa—=d-Bu, 
wo @ = 1, wenn S = QP und Q gerade ist, ferner d =—1, wenn S=QP 
und ‘Q ungerade ist, schlieBlich d = 0, wenn S auBerhalb von OF liegt. 
Hieraus folgt yey =a (Bea)B =a-dBafb=dy*. Ware nun y?=0, so 
ware stets yey = 0, entgegen der Uberlegung des vorigen Paragraphen. 
Daher wird y?=cy und c+0, womit unser Satz bewiesen ist. 

Aus y erhalten wir eine irreduzible Darstellung der symmetrischen 
Gruppe, indem wir y rechts mit den Elementen der Gruppe multiplizieren 
und ein System unabhangiger GrdBen aufstellen. Diese Darstellung 
bedarf bloB der rationalen Zahlen. Das Charakterensystem ergibt 
sich durch folgende Uberlegung: Transformieren wir y durch alle Ele- 
mente der Gruppe und addieren wir die so entstehenden GrdBen, so 
erhalten wir eine Zahl des Zentrums unserer Algebra, die nicht 0 ist, 
weil der Koeffizient von E gleich der Ordnung der Gruppe g ist. Daher 
ist diese Zahl = (£,, + Co +°-++yn). Beachten wir, da8 wir es nur 
mit reellen Zahlen zu tun haben und verwenden wir Satz 147, so ergibt 
sich, daB die Quadratsumme der Koeffizienten unserer Zahl = cg ist, 
womit wir c und damit das Charakterensystem unserer Darstellung 
berechnet haben. Insbesondere wird der Grad der Darstellung = g/c 
und er ist daher ein Teiler von g. 

Nun sei eine andere Zerlegung der Zahl m in Summanden gegeben, 
die zugehérigen wie vorher gebildeten Gruppen seien $8’ und 0’, die 
daraus gebildete y entsprechende Zahl sei y’. Wir beweisen nun, daB 
yy’ =0 ist. Zu dem Zweck ordnen wir die Summanden der zweiten 
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Zerlegung nach ihrer GroBe und bilden das Schema wie friiher. Die 
Summanden der beiden Zerlegungen seien m,, m,,.... und mj, m3,.... 
Gilt nun m;= m; fiir 7=1,2,...,k—1, dagegen m,< mj,, so nennen 
wir das zweite Schema S’ gréBer als das erste S. Die Stellen der beiden 
Schemata seien einander in irgendeiner Weise zugeordnet. Dann gibt es 
zwei Stellen, welche in S’ in einer Zeile, in S aber in einer Spalte stehen. 
Denn die Stellen der & ersten Zeilen des zweiten Schemas S’ haben 
nicht mehr Platz in k Zeilen von S, es werden mindestens k + | jener 
Stellen in derselben Spalte von S stehen und diese kénnen nicht alle 
aus verschiedenen Zeilen von S’ stammen, weil wir ja nur die & ersten 
Zeilen verwendet haben. 


Nun vertauschen wir diese beiden Stellen, welche in S in derselben 
Spalte, in S’ dagegen in derselben Zeile stehen. Diese Vertauschung 
sei mit V bezeichnet, sie gehort zu OQ und zu $8’. Daher wird y V = —y 
und Vy’=y’. Also ergibt sich yVy’=—yy'=-+yy'’=0.. Trans- 
formieren wir y oder y’ durch ein beliebiges Gruppenelement, so kénnen 
wir unmittelbar auch fiir solche Paare beweisen, daB ihr Produkt ver- 
schwindet, denn transformierte y gehdren zum selben Schema, nur 
daB die Stellen anders numeriert sind. Daher ergibt sich, daB auch 
die beiden Haupteinheiten e und e’, die wir durch Addition der trans- 
formierten y und y’ erhalten, der Gleichung ee’ =0 geniigen. Weil 
sie zum Zentrum gehoren, folgt auch e’e = 0. Steht umgekehrt S hdher 
als S’, so kommen wir auf demselben Weg zu y’y = 0 und daraus zu 
Cee C= A). 

Hiermit ist gezeigt, daB jede Zerlegung von m in positive Summanden 
eine irreduzible Darstellung der symmetrischen Gruppe liefert, und 
daB verschiedene Zerlegungen verschiedene Darstellungen ergeben. 
Da es genau soviele Klassen und daher irreduzible Darstellungen gibt, 
als die Anzahl jener Zerlegungen betragt, so sind damit alle Darstellungen 
der symmetrischen Gruppe gewonnen und wir kénnen folgende Regel 
aussprechen: 


Regel. Man erhalt alle wrreduziblen Darstellungen der symmetrischen 
Gruppe von m Variabeln, indem man m in positive Summanden zerlegt 
und zu jeder Zerlegung die betden Gruppen ‘SB und Q sowie die hyper- 
komplexe Zahl y=afB bildet. Die Koeffizienten von y bilden die Stellen- 
zeile mit dem Index 1,1 einer irreduztblen Darstellung I. Es gilt y>=cy 
und der Grad von I’ ist gic, ferner berechnet man daraus nach dem Beweis 
zu Satz 152. den Charakter von I. Multipliziert man y rechts mit allen 
Gruppenelementen, so erhdlt man nach der Methode von Satz 160 die 
trreduzible zu I’ adjungierte Darstellung. Alle irreduziblen Darstellungen 
der symmetrischen Gruppe werden auf diesem Weg erhalten, sie sind alle 
in ganzen rationalen Zahlen wiederzugeben und die Charaktere sind ganze 
rationale Zahlen. 
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13. Kapitel. 
Anwendungen der Theorie der 
Gruppencharaktere. 
§ 62. Ein Satz von Burnside iiber einfache Gruppen. 


Frobenius und Burnside haben mit Hilfe der Gruppencharaktere 
wichtige Satze tiber abstrakte Gruppen bewiesen. 


Wir haben gesehen (S. 174), daB stets wis eine ganze algebraische 
1 


Zahl ist. h; und y, sind ganze rationale Zahlen. Wenn daher h, prim ist 
zu y,, so muB y;/yz, eine ganze algebraische Zahl sein. y; ist eine Summe 
von y, Einheitswurzeln. Wir wollen annehmen, daB diese Einheits- 
wurzeln nicht samtlich untereinander iibereinstimmen, andernfalls ge- 
hort die Substitution zum Zentrum. Indem man y; in der komplexen 
Zahlenebene als Summe von y, Einheitsvektoren deutet, deren Rich- 
tung nicht stets dieselbe ist, erkennt man, daB | y;|<y, ist. Daher wird 
y4ilx1|<1. Fir die konjugiert algebraischen Zahlen zu y,/y, 1aBt sich 
dieselbe Ungleichung aufstellen. Daher wird das Produkt derselben, 
die Norm von y;/z7,, ihrem Betrag nach kleiner als 1, und da y,/y, eine 
ganze Zahl sein muB, so wird y;=0. Hieraus folgt der 

Satz 168. Ist in emer trreduziblen Substitutionsgruppe der Grad 
prim zu der Anzahl der Elemente in einer Klasse ©;, so ist entweder der 
Charakter der Elemente von ©; gleich 0 oder ©; besteht aus einem Element 
des Zentrums der Gruppe. 

Wir beweisen nun den 

Satz 169. Wenn die Anzahl der Elemente einer Klasse eine Prim- 
zahlpotenz ist, so ist die Gruppe nicht einfach. 

Beweis. Sei A ein Element aus einer Klasse, die aus ~”  Ele- 
menten besteht. Es gibt gewiB eine von J verschiedene Darstellung, 
deren Grad prim ist zu #, denn S’(y)?=g und y!)=1. 4; sei der 


Charakter von A in einer solchen Darstellung. Dann ist nach dem 
vorigen Satz y;=0 oder A gehdrt zum Zentrum in der betreffenden 
Darstellung. Dieser letztere Fall kann bei einfachen Gruppen nicht 


auftreten. Nun gilt S'yy” =0. In I, ist 7%) =1, sonst ist stets 
ei) 


yy) entweder 0 oder durch # teilbar und wir erhalten den Widerspruch 
1=0 (mod). 
Es gibt also eine mit der Gruppe isomorphe Gruppe, deren Zentrum 
Elemente von der Ordnung # enthalt. 
Satz 1701. Wenn die Ordnung einer Gruppe bloB durch zwei verschiedene 
Primzahlen teilbar ist, so 1st die Gruppe auflosbar. 


1 Buynside: Theory of groups, 2™4ed., S. 323. 
Speiser, Gruppentheorie. 3. Aufl. 13 
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Beweis. Sei g=?p*q’. Eine p-Sylowgruppe hat ein von E ver- 
schiedenes Zentrum. Sei A ein Element daraus, so ist die Anzahl der 
Elemente in der Klasse von A eine Potenz von g. Daher enthalt die 
Gruppe einen eigentlichen Normalteiler. Fir ihn und seine Faktorgruppe 
gilt dasselbe. 


§ 63. Primitive und imprimitive Substitutionsgruppen. 


Definition. Eine Substitutionsgruppe heiBt imprimitiv, wenn ihre 
Variablen dergestalt in Systeme ohne gemeinsame Variable eingeteilt 
werden k6nnen, daB die Variablen eines jeden Systems in lineare 
Formen der Variablen desselben oder eines anderen Systems iiber- 
gefiihrt werden. Die einzelnen Variablensysteme nennt man Systeme 
der Imprimitivitat. 

Gehen die Variablen eines Systems iiber in Linearformen der . 
Variablen eines zweiten Systems, so miissen beide Systeme dieselbe 
Anzahl von Variablen enthalten. Als Beispiel wahlen wir folgende 
Substitution in drei Systemen 


0P0 
(00) 
R00 


Dabei bedeuten 0 quadratische Matrizen von r Zeilen, deren Koeffi- 
zienten samtlich verschwinden, wahrend P, Q und R ebenfalls quadra- 
tische Matrizen mit 7 Zeilen, aber mit von 0 verschiedener Determinante 
bedeuten. Hier erfahren die Systeme eine zyklische Permutation ver- | 
bunden mit Substitutionen ihrer Variablen: 

Permutationsgruppen sind spezielle Falle, denn hier bildet jede 
Variable fiir sich ein derartiges System. Dasselbe gilt von den mono- 
mialen Gruppen. 

Definition. Eine Gruppe hei8t transitiv, wenn jedes System in 
ein beliebiges anderes iibergefiihrt werden kann. Sei © eine imprimi- 
tive transitive Substitutionsgruppe, § diejenige Untergruppe, welche 
das erste System in sich substituiert, G; eine Substitution, welche das 
erste in das 7-te tiberfiihrt, so wird 

G=H+HG+ + HG, 
wobei den Index von § oder, was damit gleichbedeutend ist, die 
Anzahl der Systeme bezeichnet. 

Die Substitutionen, welche das erste System unter § erfahrt, bilden 
eine Darstellung von §. Wir sagen, die imprimitive Substitutions- 
gruppe ist erzeuyt durch diese Darstellung von §. Eine Permutations- 
gruppe ist demnach erzeugt durch. die sdentische Darstellung von §, 
eine monomiale durch irgendeine solche vom Grade 1. Man erkennt 
leicht, daB alle diese Definitionen logische Erweiterungen der friiheren 
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liber Permutationsgruppen sind. Es gilt nun auch der folgende Satz, 
der Satz 121 als Spezialfall enthalt. 

Satz 171, Ist eine imprimitive Substitutionsgruppe gegeben, welche 
durch die Darstellung A der Untergruppe in & erzeugt ist, so laBt sie 
sich dergestalt transformieren, daB die Teilmatrizen (im Beispiel P, Q, R) 
lauter Matrizen aus A sind. 

Beweis. G; mége das erste System in das i-te iiberfiihren, es sei 
etwa S diese Substitutionsmatrix. Man iibe auf das i-te System S- 
aus, was nach §48 mit einer Transformation! der Gruppe gleich- 
bedeutend ist, dann wird G; die Variablen des ersten Systems einzeln 
in die Variablen des 1-ten Systems iiberfiihren, die Substitutionsmatrix 
wird die Einheitsmatrix. Macht man das fiir 7 =2,...,m”, so erkennt 
man, daB diejenigen Teilmatrizen, welche das erste System in irgend- 
ein anderes tiberfiihren, in 4 enthalten sind. Denn jede Substitution 
hat die Gestalt HG;, wobei H in JA ist. Nunmehr mége die beliebige 
Substitution K das 1-te System in das k-te tiberfiihren und S sei die 
Substitutionsmatrix. Dann wird G;K das erste System in das k-te iiber- 
fiihren und S wird immer noch die Substitutionsmatrix sein. Daher 
ist S in A. 

Satz 172. Sei I eine Substitutionsgruppe mit einem Abelschen Normal- 
teiler N, der nicht zum Zentrum gehért. Wenn N vollstandig reduziert 
ast, so ist I’ intransitiv oder imprimitiv. 

Beweis. Der Normalteiler N wird vollstandig reduziert bloB Dar- 
stellungen vom Grade 1 enthalten, und es sei 

N=1N,+7,.N,+ +: +m Ny, 
wobei N; die irreduziblen Bestandteile von N sind. Die Matrizen 
von N sind Diagonalmatrizen, und wir kénnen annehmen, daB8 ihre 
Hauptdiagonalen die Gestalt haben (e, (m,-mal), ¢, (m,-mal),...), indem 
zunachst ,-mal die Darstellung N,, dann m,-mal die Darstellung 
N, usw. steht. Man kann nun v Zahlen a,...,«, finden dergestalt, 


daB >’«;A;, wobei A; die Gruppe N durchlauft, eine beliebige Dia- 
i=1 
gonalmatrix D mit der Hauptdiagonalen (7, (m,-mal), 2 (m,-mal) usw.) 
wird. Denn die Matrix .>’«,; A; enthalt in der Hauptdiagonalen Linear- 
i=1 . 
formen in den «, deren Koeffizienten durch die uw Darstellungen 
N,,..., N, gegeben sind. Da diese linear unabhangig sind (Satz 163), 
so wird v= und man kann die Zahlen « so bestimmen, daB die u ver- 


schiedenen Linearformen beliebige Zahlwerte annehmen. Insbesondere 


1 Als Beispiel sei gegeben 


B.O.0\ /0:P0\ (E 0.0) 0 E 0 
0P0}(00@Q op-r0)=(0 0 Po), 
GORE G\R010/Mi\0}, OMG R 0 0 


13* 
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kénnen wir annehmen, daB die Zahlen n sdmtllich untereinander ver- 
schieden sind. ; 

Transformiert man N durch eine Substitution aus J”, so erhalt man 
einen Automorphismus von N. Die irreduziblen Darstellungen in N 
sind immer noch dieselben, weil sich bei der Transformation der 
Charakter der Substitutionen von N nicht andert, aber die Reihenfolge 
der irreduziblen Bestandteile hat sich gedndert. Zwar stehen immer 
noch an den n, ersten Stellen der Hauptdiagonalen gleiche Zahlen, 
aber sie gehoren eventueil einer anderen Darstellung an. Ber der Trans- 
formation erfahren die verschiedenen irreduziblen Darstellungen N, eine 
Vertauschung. Hierbei kann N; nur dann in N, tibergehen, wenn n; = ng. 
Insbesondere geht D iiber in diejenige Diagonalmatrix, welche durch 
die entsprechende Vertauschung der 7 hervorgerufen wird. An dieser 
Matrix machen wir nun die weiteren Uberlegungen. Wir nehmen an, 
daB bei den Transformationen von J’ nicht alle 7 ineinander iibergefiihrt 
werden kénnen. Setzen wir die Hauptdiagonale von D (also die 7), 

oat Sarr MAL Sam ek Leen 
so mégen stets die a unter sich, die } unter sich vertauscht werden, 
wahrend alle a von allen 6 verschieden sind. Ist nun S eine beliebige 
Substitution von J’, so sei 


S-1DS =D’, 
wobei die Hauptdiagonale von D’ (aj,..., a, b7.1,..., 04) sei, dann wird 
DS= SDs 


Es wird also 
A;S;, = 45;, 14,k=7r 
Qs, US) tank? 
O;S7)-== Op Sry. (bart eet 
, OS. = Or S.5 te ee 
Wenn s,;, +90, so kann man diesen Faktor auf beiden Seiten wegheben. 
In den mittleren Fallen kommt dann eine unmégliche Gleichung heraus, 
also sind alle 
fi tr, RT 
SG a Ue y, her, 
d.h. die Gruppe ist intransitiv. 

Analog verlauft der Beweis im transitiven Fall. Hier sind alle n; 
einander gleich und die 7 erfahren eine transitive Permutationsgruppe. 
Indem man wiederum die Gleichung DS = SD’ diskutiert, folgt die 
Tatsache, da die Gruppe imprimitiv ist. Sie wird erzeugt durch die- 
jenigen Substitutionen, welche die », ersten Stellen von D mit 7, bei 
der Transformation in sich wberfihren. 

Satz 173. Jede Substitutionsgruppe, deren Ordnung eine Primzahl- 
potenz ist, laBt sich auf monomiale Gestalt transformieren. 
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Beweis!. Da der Satz fiir Gruppen von der Ordnung # und alle 
Abelschen Gruppen gilt, kann man vollstandige Induktion anwenden. 
Wenn $$ nicht Abelsch ist, so besitzt $8 gewiB einen Abelschen Nor- 
malteiler, der nicht zum Zentrum gehort. Denn das Zentrum ist nach 
Satz 81 in einem Normalteiler von $8 als Untergruppe vom Index # 
enthalten, und dieser ist selbstverstandlich Abelsch. Daher ist die 
Gruppe intransitiv oder imprimitiv. Da es offenbar geniigt, den Satz 
fiir irreduzible, also transitive Gruppen zu beweisen, so kénnen wir 
annehmen, die Gruppe sei imprimitiv. Sie sei erzeugt durch die Unter- 
gruppe § von $8 und deren Darstellung J. Von I’ kénnen wir voraus- 
setzen, daB sie monomiale Gestalt hat, da die Ordnung von § niedriger 
als diejenige von ‘8 ist, und nach Satz 121 folgt, daB die Teilmatrizen 
von ‘$8 samtlich als Matrizen von §, also als monomiale Matrizen ange- 
nommen werden diirfen. Das heiBt aber, daB 38 selbst monomiale Ge- 
stalt hat. 

Hiermit ist fiir alle Gruppen, deren Ordnung eine Primzahlpotenz 
ist, eine kanonische Gestalt gewonnen. Es ware eine interessante Auf- 
gabe, zu untersuchen, was fiir spezielle Eigenschaften diejenigen Unter- 
gruppen haben, die irreduzible Darstellungen erzeugen. 

Satz 174. Substitutionsgruppen, deren Ordnung ein Produkt von 
lauter verschiedenen Primzahlen 1st, lassen sich stets auf monomiale 
Gestalt transformieren. 

Beweis. Wir bilden eine Hauptreihe (Satz 123), die das Zentrum 
enthalt. Hierin kommt ein Normalteiler vor, der das Zentrum als Unter- 
gruppe von Primzahlindex enthalt. Dieser Normalteiler ist Abelsch, 
und nun verlauft der Beweis genau so wie im vorigen Fall. 

Satz 175. Wenn sdmtliche Darstellungen einer Gruppe als mono- 
miale geschrieben werden konnen, so ist thre Kommutatorgruppe eine 
ergentliche Untergruppe oder E. 

Beweis. Wir konnen uns auf den nicht-Abelschen Fall beschranken 
und betrachten eine nicht-Abelsche Darstellung vom niedrigsten Grad 
groBer als 1. Wir nehmen sie in monomialer Gestalt an und ersetzen 
alle Einheitswurzeln durch 1. Alsdann erhalten wir eine Darstellung 
der Gruppe durch Permutationen, welche sicher nicht alle der identi- 
schen Permutationen gleich sind; sie ist (Satz 165) reduzibel und kann 
bloB aus irreduziblen Darstellungen vom Grade 1 bestehen. Darunter 
gibt es solche, die von der identischen Darstellung verschieden sind, 
womit der Satz bewiesen ist. 

Wir beweisen nun noch den allgemeinen 

Satz 176. Wenn eine irreduzible Substitutionsgruppe einen Normal- 
teiler enthalt, der vollstindig reduzvert mindestens zwei verschtedene Dar- 
stellungen besitzt, so ist die Gruppe imprimitiv. 


1 Der erste einwandfreie Beweis des Satzes stammt wohl von Blichfeldt. in 
Miller, Blichfeldt, Dickson, Finite groups, S. 231. 
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Beweis. Wir denken uns den Normalteiler N vollstandig reduziert 
und betrachten die Substitutionen einer Klasse von N. Addieren wir 
sie, so erhalten wir Diagonalmatrizen. Jeder irreduzible Bestandteil 
liefert so viele gleiche Koeffizienten in der Hauptdiagonale, als sein 
Grad betragt, und sie hangen in bekannter Weise mit den Charakteren 
zusammen. 

Bei der Transformation von N mit einer beliebigen Substitution 
der Gruppe erfahren die Darstellungen im allgemeinen eine Ver- 
tauschung und man zeigt genau, wie im Beweis zu Satz 172, daB die 
Gruppe intransitiv oder imprimitiv ist. Als irreduzible Gruppe ist 
sie daher imprimitiv. 


§ 64. Vollstandige Reduktion imprimitiver Gruppen. 


Man erhalt einen tieferen Einblick in die imprimitiven Gruppen, 
wenn man sie mit der Gruppenmatrix in Beziehung setzt. 

Zunachst bestimmen wir die regulare Gruppenmatrix (S. 170). 
Wir haben zu dem Zweck die einzelnen Permutationen der Gruppe 
in Matrizenform zu schreiben und jede derselben mit der zugehdérigen 
Variablen zu multiplizieren und schlieBlich die so entstandenen Matrizen 
zu addieren. 'Bringen wir die Gruppenelemente in irgendeine bestimmte 
Reihenfolge 

Al SM Peis ot 


so ist die Permutation, welche dem Element R in der regularen Dar- 
stellung entspricht, gegeben durch folgende Permutation der Gruppen- ' 
elemente 
MAK iy RRS 

Die zugehérige mit xz multiplizierte Matrix laBt sich so beschreiben: 
in der zu P gehorigen Zeile steht an der Stelle PR die Variable xp. 

Hierin sind P und R ganz beliebige Elemente. Setzt man noch 
PR = Q, so findet man 

Satz 177. Die regulére Gruppenmatrix hat folgende Gestalt 


(%p-Q) PSO ret ee es 


Man kann das Resultat mit der Gruppentafel auf S. 13 in Beziehung 
setzen, wo entsprechende Zeilen und Kolonnen mit inversen Elementen 
bezeichnet sind, und findet aus einer solchen Tafel die zur Gruppe ge- 
horige regulare Gruppenmatrix, indem man jedes Element der Tafel 
durch die zugehdérige Variable ersetzt. 

Noch steht es uns frei, die Elemente der Gruppe in eine beliebige 
Ordnung zu bringen, und das benutzen wir, indem wir die Gruppe & 
nach einer Untergruppe § und ihren Nebengruppen ordnen. Ist 


G=H+HS.+°°°+ HS, 
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so hat die Gruppenmatrix von & die Gestalt 
M M Sy::: MS,, 

MOS. MES, seerS5 MS) 

OM. Ont i ae), IM Sy 
Hierbei bedeutet M die Gruppenmatrix (%p.g) von § und P, Q durch- 
laufen die Elemente von §. Ferrier bedeutet allgemein SMT die 
Matrix (xsp-197), wobei P und Q wiederum die Elemente von § durch- 
laufen. Ersetzt man jedes Element A von § durch das Element SAT, 
so geht M iiber in SMT. Hieraus folgt, daB die regulare Darstellung 
von ® angesehen werden kann als imprimitive Gruppe, erzeugt durch 
irgendeine regulare Darstellung einer Untergruppe. 

In der Hauptdiagonalen stehen die Gruppenmatrizen von § und 
den konjugierten Gruppen. Da die Matrizen S;1MS, nur in der Be- 
zeichnung der Variablen sich unterscheiden, so kénnen sie alle durch 
dieselbe Substitution A in vollstandig reduzierte Gestalt transformiert 
werden. Durch die Substitution 


A 9..-0 
Op Aser.0 
0% 082-4 


wird die Gruppenmatrix dergestalt transformiert, daB die irreduziblen 
Bestandteile von § hervorgehoben sind. Dies liefert gleichzeitig eine 
(nicht vollstandige) Reduktion der Gruppenmatrix von &. Ersetzt man M 
durch irgendeine trreduzible Gruppenmatrix von {, so erhdlt man dte 
durch dtese Darstellung von $ erzeugte imprimitive Darstellung von &. 

Die Gruppenmatrix wird nun zerlegt in solche imprimitive Dar- 
stellungen und jede tritt so oft auf, als der Grad der sie erzeugenden 
irreduziblen Darstellung von § betragt. Diese teilweise Zerlegung der 
Gruppenmatrix ist besonders wichtig fiir Fragen tiber die Zahlkérper, 
die zur Darstellung von Gruppen notwendig sind, denn hier treten 
offenbar nur solche Kérper auf, die zur vollstandigen Reduktion der 
Gruppenmatrix einer Untergruppe  erfordert werden. 

Wir beweisen folgenden 

Satz 178 von Schur. Ist n das kleinste gemeinsame Vuelfache der 
Ordnungen der Elemente von & und ist ®& eine auflisbare Gruppe, so 
ist fiir jede Darstellung von & héchstens der Korper der n-ten Einhetts- 
wurzeln erforderlich. 

Beweis. Wir wenden vollstindige’ Induktion an und setzen den 
Satz als bewiesen voraus fiir Gruppen von niedrigerer Ordnung. Wir 
werden also den Satz bloB fiir primitive Gruppen zu beweisen haben. 
Ein gréBter Normalteiler 9 besitzt eine Primzahl ~ als Index. Seine 
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irreduziblen Bestandteile N stimmen tiberein nach Satz 176. Die Gruppe 
ist enthalten in einer der imprimitiven Darstellungen, die durch Be- 
nutzung der Gruppenmatrix von §t entstehen, und zwar, indem man 
sie etwa durch den irreduziblen Bestandteil N’ ersetzt. Sehen wir 
nun zu, was fiir weitere Darstellungen von %t hierin enthalten sind, 
so erkennen wir, daB es die folgenden sind: S;'N’S, (i=2,...,), 
d.h. es sind Darstellungen, die aus N’ durch einen Automorphismus 
hervorgehen. Da unser Normalteiler einen Primzahlindex besitzt, so 
sind diese # irreduziblen Darstellungen entweder alle aquivalent oder 
alle verschieden. 

_ Betrachten wir den ersteren Fall und nehmen wir die irreduzible 
Darstellung N’ = N von % fiir sich. Da der Automorphismus S-!RS 
eine dquivalente Darstellung liefert, so gibt es eime Substitution st 
welche denselben Automorphismus fiir N leistet, und sie ist bis auf 
einen Faktor a bestimmt. S? liefert einen inneren Automorphismus 


von Xt, daher stimmt S? bis auf einen Faktor mit einer Substitution A 
1 ] 


py eS y/o. Dann 
wird aS —S eine Substitution sein, fiir die S*— A ist, und diese 
zusammen mit WN liefert eine Darstellung von @, bei der St irreduzibel 
ist. S erfordert auBer dem Korper, in dem die Koeffizienten von N 
liegen, nur noch den Korper, in dem der Charakter dieser irreduziblen 
Darstellung von ® liegt. Denn S kann als eine Substitution mit von 0 
verschiedenem Charakter genommen werden, weil es notwendigerweise 
auBerhalb von $t solche geben muB. Aus S-!9S laBt sich S bis auf den | 
Faktor als eine Substitution im Korper der Darstellung von ® be- 
stimmen. Aus dem Charakter von S bestimmt sich nun weiter der Faktor, 
so daB die Behauptung erwiesen ist. 

Wenden wir uns dem zweiten Fall zu, so erkennen wir, daB die 
imprimitive Gruppe irreduzibel ist. Denn der Bestandteil 9 besteht 
aus einer Summe von # verschiedenen irreduziblen Darstellungen. Bei 
der Transformation mit S und seinen Potenzen erfahren sie eine zyklische 
Vertauschung. Wenn die Gruppe zerlegbar ware, so kénnte 3 in einem 
Bestandteil nur einen Teil dieser # Darstellungen enthalten, wahrend 
doch eine zyklische Vertauschung aller # Darstellungen stattfindet. 

Hiermit ist der Satz zuriickgefiihrt auf den Fall eines Unterkérpers, 
denn der Charakter einer Darstellung ist gewiB in dem im Satz an- 
gegebenen Kreiskérper enthalten. 

Uber die vollstandige Reduzierung einer imprimitiven Gruppe laBt 
sich folgender bemerkenswerte Satz beweisen: 

Satz 179. Wenn die durch die trreduzble Darstellung A der Unter- 
gruppe S erzeugte imprimitive Darstellung I’ von ®& die irreduzible Dar- 
stellung I von ®& genau k-mal enthiilt, so enthdlt in I die Untergruppe 
 vollstandig reduziert A genau k-mal. Umgekehrt, wenn I A k-mal 


aus N iiberein. Sei S?=04A, so setzen wir a? = 
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enthdlt, so ist I) in der durch A erzeugten Darstellung von ®& genau k-mal 
enthalten. 

Beweis. Bezeichnen wir mit ¥(A) den Charakter der imprimitiven 
Darstellung I’ von &, mit y(A) denjenigen von J, ferner mit y(A) 
den Charakter der irreduziblen Darstellung [’ von @, so ist 


ak (A) x) (A) = kg, 


wobei & angibt, wie oft / in I enthalten ist. Um diese Summe zu 
bilden, benutzt man die Darstellung von I’ durch die Tabelle am Anfang 
des Paragraphen. Man sieht, daB 


ak (A) x9 (A) = = GM salle: i. VAAN ee A) reriaa 
Ist A in (™ genau /-mal enthalten, so wird ay Ay (A) =1-h. 


Alsdann haben aber die weiteren »—1 Summen den ndmlichen Wert, 
denn konjugierte Untergruppen erfahren die namliche Zerlegung. Daher 
hat die Summe links den Wert /-h-n=l/g. Also ist k=1. 

Wahlt man fiir die Gruppe £, so wird I’ zur regularen Darstellung 
von ® und man erhalt Satz 153 als Spezialfall des Satzes 179. 

Aus diesem Satz lassen sich leicht die wichtigen Formeln von Fyro- 
bemus herleiten, welche die Charaktere einer Gruppe mit denjenigen 
einer Untergruppe verkniipfen. 

Sei A” eine Darstellung von § und py” ihr Charakter. In I™) sei 
die Untergruppe § volistandig reduziert und 


{PO} = Dik A”, 


wobei {J} die Darstellung von § als Untergruppe von I bedeutet. 
Sei gp) der Charakter der durch 4” erzeugten imprimitiven Darstellung 
von &. Dann wird 

pg = Skyy 


Nun 1a8t sich aber gy”) durch y) ausdriicken. Sei S irgendein Element 
aus § und ©=S+T7-+--- die Klasse in &, zu der S gehort. Wir be- 
stimmen den Wert der Summe 


9° © = 9" (S) +9 (T) +--- = hs 9 (S), 
wobei hs; die Anzahl der Elemente in © bedeutet. Indem wir wiederum 
auf die Tabelle S.199 zuriickgehen, finden wir fiir die erste Matrix 
der Hauptdiagonalen A“) den Betrag 


po (S) 


erstreckt tiber die Elemente S in &, die in $ vorkommen. Die tibrigén 
Matrizen der Hauptdiagonale S;? AMS; liefern offenbar denselben Bei- 


trag, und daher wird 
go” (6) =4 Sey 
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So erhalten wir die Formel 


TH DH, 


wo die Summe rechts sich tiber die Elemente der Klasse von S erstreckt, 
die in © auftreten. 


Dies ist die Formel von Frobenius; sie 1aBt sich auch mit Hilfe der 
Relationen zwischen den Gruppencharakteren herleiten (vgl. Burnside, 
Theory of groups, S. 330). Uber die Zahlen &,,, sei noch bemerkt, daB 
stets ky, = Ry y ist, wenn x? bzw. yp die zu y bzw. py adjungierten 
Charaktere sind. Ferner ist 

1 fir w=1 
hax {o fur a 1: 


§ 65. Ein Satz von Frobenius iiber transitive Permutations- 
gruppen. 
Wir gehen zuriick auf die Formeln von Satz 149 und bilden mit 


Hilfe der Charaktere der irreduziblen Darstellungen von folgenden 
Ausdruck 


Cy 4X1 (S) + Coxe (S) + °°+ + 6,4, (S) =x (S), 


wobei wir nur voraussetzen, daB die Koeffizienten c, ganze Zahlen sind. 
Wir erhalten nun auf Grund der Formeln von Satz 147 


LHS)KS) = Ata ++ +er) 8 


Nehmen wir an, daB wir anderswoher wissen, daB diese Summe =g 
ist, so folgt daraus, daB alle c verschwinden auBer einem, dessen Qua- 
drat =1 ist, so da8 es selber den Wert + 1 hat. Ist insbesondere y (E) 
positiv, so sind wir sicher, daB y(S) Charakter einer irreduziblen Dar- 
stellung ist. 


Mit dieser einfachen Uberlegung kénnen wir folgenden Satz von 
Frobenius (Berl. Ber. 1901) beweisen, wobei wir eine von Witt herriihrende 
erhebliche Vereinfachung des Beweises ‘benutzen: 


Satz 180. Wenn eine Untergruppe > besitzt, die mit keinem Ele- 
ment auBerhalb von § vertauschbar ist und mit keiner threr konjugierten 
ein Element auber E gemeinsam hat, so bilden die Elemente auferhalb 
von §) und den dazu konqjugterten Gruppen zusammen mit E einen Normal- 
teiler von &. 


Als Satz tiber Permutationsgruppen lautet er folgendermafen: 
Wenn aufer E alle Permutationen einer transitiven Gruppe vom Grade n 
hochstens eine Variable ungedndert lassen, so bilden diejenigen, welche 
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alle Vartablen permutieren, zusammen mit E einen Normalteiler von 
der Ordnung n. 

Beweis. Stellen wir & als Permutationsgruppe dar, indem wir § 
als erzeugende Untergruppe nehmen, so hat jedes Element von § 
und seinen konjugierten Gruppen den Charakter 1, auBer FE, das den 
Charakter » (= Index von §) hat. Die iibrigen Elemente besitzen 0 
als Charakter. Nimmt man die identische Darstellung weg, so hat E 
den Charakter »—1, die »—1 Elemente auBerhalb § und seinen 
konjugierten Gruppen haben den Charakter —1, alle tibrigen 0. 

Wir bezeichnen diesen Charakter mit y, (S). ‘ 

Nun sei JA eine irreduzible Darstellung von §. Wir bilden die durch 
A erzeugte Darstellung I’ von & (S. 199). Bezeichnen wir die Charaktere 
der Elemente von § in A durch w(H), so sind die Charaktere von I" 
folgende: y(E) =n-yp(E), y(A) =0, falls A auBerhalb von § und 
seinen konjugierten liegt. Fiir die Elemente von § gilt y(H) = y(H) 
und dasselbe gilt fiir die konjugierten Untergruppen. 

Von dieser durch A erzeugten Darstellung subtrahieren wir nun 
y(E)-mal die oben verwendete Darstellung des Grades »—1 und be- 
haupten, daB alsdann eine irreduzible Darstellung von © iibrigbleibt. 
Zunachst ist 


x(E)—y (FE): (n—1) = yp (E). 
Um : 
poe (S)—y (E) m (S)} {x’ (S) — 9 (E) m4 (S)} (1) 


zu berechnen, summieren wir zuniachst iiber die Elemente von §, auBer 
E, und bedenken, daB y, (H) =0 ist. Es ergibt sich 


oN cs he LE) 


wo h die Ordnung von § bedeutet. Dieselbe Formel gilt fiir die ent- 
sprechenden Elemente der zu § konjugierten Gruppen. Fir die n—1 
Elemente A auBerhalb von § und den konjugierten Gruppen ist y (A) = 0, 
4, (A) =—1 und wir erhalten stets y*(Z). Zusammen ergibt sich fir (1) 


y (EE) +n: (h—y? (E)) + (n—l yp? (E) = nh=g. 


Damit ist gezeigt, daB unser Charakter zu einer irreduziblen Dar- 
stellung von G gehdrt, welche den Grad y(E) besitzt und fiir die 
Elemente von A auBerhalb von § und seinen konjugierten stets den 
Charakter y (E) = dem Grad liefert. Dies ist aber nur méglich, wenn 
die Elemente A durch die Einheitsmatrix dargestellt sind. Fiir die 
iibrigen Elemente auBer EF ist dies sicher nicht stets der Fall, da wir 
ja beliebige irreduzible Darstellungen von § verwenden, und damit 
ist bewiesen, daB die Elemente A zusammen mit £ einen Normalteiler 
von © bilden. 
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14. Kapitel. 


Arithmetische Untersuchungen tiber 
Substitutionsgruppen. 


§ 66. Beschrankung auf algebraische Zahlk6rper. 


Satz 181. Jede endliche Gruppe linearer Substitutionen laBt sich so 
transformieren, daB thre Koeffizienten in ernem algebraischen Zahlkorper 
liegen. 

Beweis. Es geniigt, den Satz fiir irreduzible Gruppen zu beweisen. 
I’ sei eine solche vom Grade m und 

M=Exe +A x4 +++ = (23) 
sei ihre Gruppenmatrix. Die Determinante von M besitzt als Koeffi- 
zienten Zahlen des durch den Charakter von J” bestimmten Korpers R. 
Denn die Koeffizienten der charakteristischen Gleichung von M lassen 
sich durch die Potenzsummen der charakteristischen Wurzeln, also durch 
die Spuren von M und seinen Potenzen darstellen. Diese liegen alle in k. 
Die z;, sind n? Linearformen der x, welche unabhangig voneinander 
sind. Daraus folgt, daB die charakteristische Gleichung der Gruppen- 
matrix unzerlegbar ist; man kann daher nach einem Satz von Hulbert 
(Crelles Journ. Bd. 110, S. 104) den Variablen x solche Werte aus k bei- 
legen, daB die charakteristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln 
hat. Eine solche Matrix sei M, die x mégen also Zahlen aus k bedeuten. 
M jaBt sich als Matrix mit lauter verschiedenen Wurzeln auf die Diagonal- 
form transformieren. Dieselbe Transformation denken wir uns auf — 
E, A, B,... ausgeiibt und nehmen unter Beibehaltung der bisherigen 
Bezeichnung an, da8B M die Diagonalform hat. Ihre Hauptdiagonale sei 


PO PERE a oy! 
Mit M sind auch samtliche Potenzen lineare Ausdriicke der Substi- 
tutionen von J’. Nun sei S eine beliebige Substitution von J's Der 
Charakter von M S ist einerseits 

Oy Syy + My Soo + BI a kn Sun =, 
andererseits gleich dem Charakter von 

S tp AS 44, 

d.h. eine Zahl aus k. Macht man dasselbe fiir die Potenzen von M, 
so findet man, daB 

Oi Sta + Oo Sop + +++ + OF, Say = Yj (¢ 1, 2y2%5 . 228) 
samtlich Zahlen aus k sind. Aus diesen ~ Gleichungen lassen sich die 
Zahlen s,,...,5,, berechnen und man findet, daB sie dem Zahlkérper 


K angehoéren, der durch k und die Wurzeln «,,...,«, bestimmt ist. 
Diese Tatsache gilt fiir alle Matrizen von I’. 
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Nun bilden wir wie in § 58 die Matrix 


Eey+ Aeg++-+= (&;,). 

Die Koeffizienten von &,, liegen in K. Multipliziert man &,, rechts mit 
allen es, so erhalt man genau ” unabhangige hyperkomplexe Zahlen, 
deren Koeffizienten samtlich in K liegen, alle iibrigen driicken sich 
linear und mit Koeffizienten aus K durch sie aus. Multipliziert man 
diese daher rechts mit es, so erfahren sie eine Substitution mit Koeffi- 
zienten aus K. Die so entstehende Gruppe ist nach Satz 160 Saleen 
mit der adjungierten zu J’, womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 182. Wenn I eine Substitution S enthalt, welche eine threr 
charakteristischen Wurzeln, z. B. e, nur einmal enthdlt, so laBt ste sich 
so transformieren, daB thre Koeffizienten in dem durch die Charaktere 
von I* und durch « bestimmten Zahlkorper k lvegen. 

Beweis. Wir nehmen J" in einem algebraischen Zahlkérper an, 
dann reduzieren wir S auf die Diagonalform, was nur algebraische 
Irrationalitaten erfordert. J’ mége jetzt im Korper K liegen, die 
Galoissche Gruppe von K in k sei 8. Ubt man auf die Koeffizienten 
von J” die Substitutionen von 3 aus, so erhalt man lauter dquivalente 
Gruppen J’, J”,..., denn die Charaktere bleiben ungedndert. Es sei 
z.B. T-1L%T=I”. Nun bedenken wir, daB S seine Diagonalform 
beibehalt und daB e, welches die Stelle s,, einnehmen moge, unge- 
andert bleibt. Es folgt nach dem Verfahren von Satz 172, daB T redu- 
zierte Gestalt hat ufd in einen Bestandteil vom Grade 1 nebst einem 
solchen vom Grade n—1 zerfallt. Daher bleiben unter T die Koeffi- 
zienten 4a,,,0,,... aller Substitutionen von J’ ungedndert, d.h. diese 
Stellenzeile liegt in k. Daraus folgt der Satz 182. 

Satz 183. Wenn mI in einem Zahlkorper k irreduzibel ist, so ist m 
ein Teiler des Grades n von I’. Hierber bedeutet I’ eine absolut irreduzble 
Gruppe. 

Beweis. Die Substitutionen von mI’ seien E, A, B,.... Wir bilden 

Beit Ag ns E75) 
und betrachten die Zeilen 
CSc Pr aera gain ( aa ee 
Jede dieser Zeilen erfahrt bei rechtsseitiger Multiplikation mit es die 
Substitutionen der zu mJ” adjungierten Gruppe. Die Zahlen jeder 
Zeile sind linear unabhangig, denn die Beziehungen lieBen sich in K 
herstellen und daher ware die Gruppe in K reduzibel. 

Betrachten wir nun die 1 Systeme hyperkomplexer Zahlen 

m+ °°? baka (@=1,2,...,4), 
wo die x alle Zahlen von K durchlaufen. Wenn das erste mit dem 
zweiten gemeinsame Zahlen hat, so sind sie identisch, denn die ge- 
meinsamen Zahlen lassen sich durch eine Basis darstellen und ihre Ge- 
samtheit bleibt unverandert bei rechtsseitiger Multiplikation mit és. 
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Wenn sie nur einen Teil der Zahlen des ersten Systems bildeten, so 
kénnte man diese zur Bildung einer Basis desselben verwenden, indem 
man die Basis der gemeinsamen Zahlen erganzt. Die Gruppe w4re in k 
reduzibel. Man erkennt, daB die Anzahl der unabhangigen Zahlen in 
den 1 Systemen zusammengenommen ein Vielfaches von / ist. Anderer- 
seits ist diese Zahl gleich n®, weil I’ der einzige absolut irreduzible Be- 
standteil ist. Daher ist m ein Teiler von x. 

Satz 184. Zwet in einem beliebigen Zahlkérper K irreduxble Gruppen 
sind entweder dquivalent oder sie haben keinen gemeinsamen absolut trre- 
duziblen Bestandtetl. 

Beweis. Fiir die beiden Gruppen seien 


(2) und = (mx) 


die im vorigen Beweis benutzten Matrizen hyperkomplexer Zahlen. Fiir 
die Zahlen, die sich durch die &;, ausdriicken lassen, bilden gewisse 
Zeilen der Matrix (é;,) eine Basis, dasselbe gilt fiir 7;,. Falls die beiden 
Gruppen gemeinsame, absolut irreduzible Bestandteile haben, miissen 
zwischen den & und 7 Beziehungen bestehen, deren Koeffizienten selbst- 
verstandlich in K liegen. Eine Basis fiir das durch die € und 7 bestimmte 
System 1aBt sich nach dem vorigen Beweis durch Zeilen aus (&;,) und 
(y;z) angeben. Nimmt man hierfiir zunachst die Basis der €, so kénnen 
die hinzukommenden Zeilen von (7;,) keine Basis aller 7;, bilden, weil 
sonst die beiden Systeme unabhangig waren. 


eke ac ¥ Ns 
sei eine Basiszeile der 1;,, die nicht in der ausgewahlten Basis des zu- ' 
sammengesetzten Systems vorkommt. Wir driicken sie durch die letztere 
aus. »; wird dann die Summe zweier Zahlen 


| ni = 0; + B; (gee 1g, aes Ele a ee 
wobei die «; bloB durch die erste Zeile &,, dargestellt sind und die ; 
durch die tibrigen Zahlen der Basis des zusammengesetzten Systems. 
Statt der ersten Zeile kann auch eine andere Basiszeile aus den &;, 
hervorgehoben werden. Bei rechtsseitiger Multiplikation mit es er- 
fahren die «;-+; und die ; wegen (1) dieselbe Substitution aus der 
zur zweiten Gruppe adjungierten. Nun sind aber die a, und die B; 
unabhangig voneinander. Daher erfahren die «; und die f; je unter 
sich die angegebenen Substitutionen bei der Multiplikation mit és. 
Waren die a; nicht unabhangig, so ware diese Gruppe reduzibel, daher 
sind sie unabhangig und die beiden Gruppen erweisen sich als Aqui- 
valent. Ohne weiteres folgt nun 
Satz 185. Eine Gruppe laBt sich auf eine und nur eine Weise in 
Bestandteile zerlegen, die in einem Zahlkérper K irreduzibel sind. Mit 
einem absolut irveduziblen Bestandteil kommen stets diejenigen gemein- 
sam vor, deren Charakterensysteme relativ zu K konjugiert sind. 
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Fir absolut irreduzible Gruppen I" erweitern wir die Uberlegungen 
von Satz 182. Wenn eine Substitution’ S eine Wurzel ¢ genau 7-mal 
enthalt, so 1a8t sich yJ” in dem durch das Charakterensystem und ¢ 
bestimmten K6rper k darstellen. Man denke sich S reduziert und ¢ 
an die 7 ersten Stellen der Hauptdiagonale gebracht. Dann beweist 
man genau wie friiher, daB 


‘STi te ee 


in K liegt, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Nun médge die Substitution S die Wurzel ¢ genau r-mal enthalten 
und d sei der gréBte gemeinschaftliche Teiler aller 7, die man erhilt, 
indem S alle Substitutionen von J’ und ¢ alle ihre charakteristischen 
Wurzeln durchlauft. Dann gilt der 

Satz 186. dI° laBt sich in dem durch sémiliche Wurzeln der charak- 
teristuschen Gleichungen bestimmten Korper darstellen. 

Beweis. Ist dl’ die im angegebenen K6rper irreduzible Darstellung, 
so muB d ein Teiler aller y und daher auch von d sein. 

I. Schur beweist folgenden 

Satz 187. Ist sI’ irreduzibel in einem Korper K, so laéBt sich I’ selber 
darstellen in einem Korper, dessen Relativgrad gegeniiber K gleich s ist. 

Der Beweis erfolgt durch ein Verfahren wie im Beweis von Satz 181}. 
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Es gilt der 

Satz 188.. Jede Gruppe mit rationalen Koeffizienien laBt sich so 
transformieren, daB sie ganzzahlige rationale Koeffiztenten besttzt. 

Beweis. Es geniigt, den Satz fiir Gruppen J’ zu beweisen, die im 
rationalen Zahlkorper irreduzibel sind. Es sei N der Generalnenner 
aller Koeffizienten von I. Ubt man auf Nx, alle Substitutionen von 
I aus, so erhalt man lauter ganzzahlige Formen der » Variablen von 
I’, und zwar kommen darunter 7 linear unabhangige vor, sonst ware 
I reduzibel. Wir bilden nun das System aller Formen, die sich durch 
die soeben abgeleiteten linear und mit ganzzahligen Koeffizienten 
zusammensetzen lassen. Diese bilden einen sog. Modul. Betrachten 
wir die sdmtlichen auftretenden Koeffizienten von. %,. Mit je zweien 
kommt auch ihre Differenz vor und man kann daher in ihrem System 
den euklidischen Algorithmus ausiiben, d.h. das System besteht aus 
den sdmtlichen Vielfachen einer bestimmten ganzen Zahl d,. Ly, sei 
eine Form mit d, als erstem Koeffizienten. Ist L eine beliebige andere, 


1 Weitere Sadtze geben Speiser: Zahlentheoretische Satze aus der Gruppen- 
theorie. Math. Z. Bd. 5, S. 1. — Schur, I.: Einige Bemerkungen zu der vorstehenden 
Arbeit des Herrn A. Speiser: Math. Z. Bd., 5 S. 7. — Brauer, R.: Uber Zusammen- 
hange zwischen arithmetischen und invariantentheoretischen Eigenschaften von 
Gruppen linearer Substitutionen. Berl. Sitzgsber. 1926, S. 410—416. 


908 14. Kapitel: Arithmetische Untersuchungen iiber Substitutionsgruppen. 


so kann man in der Gestalt L—aZ, eine Form herstellen, die zum 
Modul gehért und deren erster Koeffizient 0 ist; a wird eine ganze Zahl. 
Es sei d, der gemeinsame Teiler aller Koeffizienten von x, in denjenigen 
Formen, deren erster Koeffizient verschwindet, und L, sei eine solche 
mit d, als Koeffizient von x,. Dann lassen sich @ und 0 so als ganze 
Zahlen bestimmen, daB L—aL,—bL, von x, und x, unabhangig ist. 
Man fahre wie bisher fort und findet, daB unser Modul eine Basis von 
n Formen besitzt, die folgende Gestalt haben 


Dy = dy % + dyg %_g t+ °° + din Xn 
I,= dog Xe +++ + don Xn ; 


i dja > 


Ubt man auf die Variablen x die Substitutionen von J” aus, so 
erfahren die Formen unseres Moduls nur unter sich eine Vertauschung 
und die Basis geht wieder in eine solche iiber, d. h. die ” Linearformen 
erfahren eine ganzzahlige Substitutionsgruppe. Diese ist dquivalent 
mit J’, denn sie entsteht durch Transformation von J" mit (d;,), womit 
der Satz bewiesen ist. 

Fir Substitutionen mit algebraischen Koeffizienten !aBt sich ein 
ahnlicher Satz beweisen. Die Koeffizienten von x, bilden dort ein 
Ideal a. Geht man zum Klassenkorper iiber, so ist a Hauptideal; man 
braucht aber nicht die Existenz dieses Kérpers vorauszusetzen, denn 
es gibt bekanntlich immer eine gewisse Potenz von a, die Hauptideal 
ist. Wenn 

a” = (x), 


so adjungiere man dem Korper die m-te Wurzel aus a. Es wird dann 
a Stas 

Somit laBt sich das Verfahren im. Beweis zum vorigen Satz fortsetzen 

und man erhalt den 

Satz 189. Wenn I im Korper K liegt, so laBt sich stets eine dqut- 
valente Gruppe mit ganzen Zahlen eines Korpers angeben, dessen Galotssche 
Gruppe in K auflosbar ist. 

Wir kehren nun zurtick zu den Gruppen mit rationalen Koeffizienten. 
Aus einer Gruppe mit ganzzahligen Koeffizienten lassen sich durch 
Transformation mit unimodularen ganzzahligen Matrizen eine unend- 
liche Menge neuer gewinnen. Wir fassen diese zu einer Klasse zusammen, 
dann gilt der 

Satz 190. Die dquivalenten ganzzahligen, rational trreduziblen Gruppen 
zerfallen in eine endliche Anzahl Klassen. 

Der Beweis dieses Satzes wurde zum erstenmal von C. Jordan ge- 
fiihrt (Journ. de l’école polyt. Bd. 48). Weitere Beweise gaben H. Min- 
kowski (Diskontinuitatsbereich fiir arithmetische. Aquivalenz, Crelles 
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Journ. Bd. 129 und Werke Bd. 2, S.53—100) und L. Bieberbach (Gott. 
Nachrichten 1912). Alle diese Beweise benutzen die Theorie der quadra- 
tischen Formen und ihre Wiedergabe iibersteigt den Rahmen unseres 
Buches. Wir begniigen uns daher, zwei extreme Falle zu behandeln, 
und weisen schon hier auf den SchluBabschnitt hin, wo dem vorliegenden 
Theorem seine zentrale Stellung in der allgemeinen Zahlentheorie vindi- 
ziert wird. 

1. Fall. £ ist zyklisch und von der Ordnung m. Der Grad n ist 
dann g(m). Auch die adjungierte Gruppe I’ ist ganzzahlig, und mit 
ihrer Hilfe bilden wir die Matrix 


uss i eet ie 
SEA =M; 
1 
wobei € eine primitive m-te Einheitswurzel bedeutet. Nun gilt 


eMA=M. 
Bezeichnen wir die erste Zeile von M mit 
en as ee ey G., 


so gelten die Gleichungen 
eC = Sain le (a;,) =A. (1) 


Die ¢; sind ganze Zahlen des durch e bestimmten Zahlkérpers k und 
das Gleichungssystem (1) besagt, daB ¢,,...,¢, die Basis eines Ideales 
bilden. Umgekehrt, bilden diese Zahlen die Basis eines Ideales, so 
erhalt man durch Multiplikation mit ¢ eine ganzzahlige Darstellung der 
zyklischen Gruppe. Weil « eine einfache Wurzel von 4 ist, so sind durch 
die Gleichungen (1) die Zahlen ¢; bis auf einen gemeinschaftlichen 
Faktor, die zugehérigen Ideale also als Ideale einer Idealklasse be- 
stimmt. Es gibt genau so viele Klassen ganzzahliger Darstellungen, 
als es Idealklassen in k gibt, und diese Zahl ist bekanntlich endlich. 

2. Fall. Die Gruppe I ist vollstandig irreduzibel, was z.B. bei 
den Darstellungen der symmetrischen Gruppen (Frobenius) immer 
der Fall ist. Hier benutzen wir die Formeln des Satzes 160. Die hyper- 
komplexen Zahlen besitzen ganze rationale Zahlenkoeffizienten und 
erfahren bei rechtsseitiger Multiplikation mit es die Substitutionen der 
adjungierten, ebenfalls ganzzahligen Gruppe I’, die wir als die gegebene 
_ betrachten. Wiederum bezeichnen wir die erste Zeile der ¢;, mit 


COA RRS, Cae 


Aquivalente ganzzahlige Darstellungen, die zu verschiedenen Klassen 
gehéren, erhalt man durch Transformation mit Matrizen, die man als 
ganzzahlig annehmen kann, aber mit einer von +1 verschiedenen Deter- 
minante. Den groBten gemeinsamen Teiler der Koeffizienten darf man 
als 1 voraussetzen. Wenn es also mehrere Klassen gibt, so muB es 


Speiser, Gruppentheorie. 3. Aufl. 14 
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méglich sein, lineare Formen der ¢, zu bilden mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten U;, ; 

Ni = > Mince, 
die bei rechtsseitiger Multiplikation mit es ganzzahlige Substitutionen 
erfahren. Bilden wir den Modul 


XM + %_No + hae me Xn Mn» 


wobei die x; alle ganzen Zahlen durchlaufen, so erhalt man durch 
Multiplikation mit es lauter Zahlen dieses Moduls. Dasselbe gilt daher 
auch bei rechtsseitiger Multiplikation mit ¢;,. Multiplizieren wir die 
GroBen n; der Reihe nach mit allen ¢,;, so kommt heraus u;,¢¢,, wobei 


c= f ist. Da die u;, teilerfremd sind, so kommt im Modul auch c, 


vor, und ebenso c¢;. Damit ist die Anzahl der Moduln limitiert und 
der Satz bewiesen. 

H. Minkowski verdankt man wichtige Satze tiber die Ordnung von 
rationalen Substitutionsgruppen. Da die charakteristische Determinante 
einer Substitution in diesem Falle eine Funktion mit rationalen Koeffi- 
zienten ist, so ist die Ordnung der Substitutionen durch den Grad n 
der Gruppe limitiert. Geht #” in einer Ordnung auf, so gilt fiir die zahlen- 
theoretische Funktion o(p”) folgende Ungleichung 


y (p") =n, 
denn eine p”-te Einheitswurzel geniigt einer irreduziblen Gleichung mit 
rationalen Koeffizienten vom Grade @ (p”). Fiir » = 2 und n = 3 findet | 
man folgende médglichen Werte fiir die Ordnung: 1, 2, 3, 4, 6. Fiir n = 4 
und 5 treten noch die Werte 5, 8, 10, 12 hinzu. 

Weiterhin gilt folgender 

Satz 191. Reduziert man eine Gruppe mit ganzen rationalen Koeffi- 
zienten modulo einer ungeraden Primzahl, so erhalt man eine holoedrisch 
isomorphe Kongruenzgruppe. 

Beweis. Wir zeigen, daB keine ganzzahlige Substitution endlicher 
Ordnung (mod #) der Einheitssubstitution kongruent ist, auBer E. Es 
sel S=E-+p~*U, wobei der gréBte gemeinsame Teiler der Koeffi- 
zienten von U zu # prim ist. Bildet man die Potenzen von S, so darf 
man die Binomialformel anwenden. S habe die Primzahlordnung J, 
dann wird 


SSE+({) PUT +pUHE. 


Wenn # von / verschieden ist, so folgt, daB S’(mod #*+!) kongruent 
ist E+1*U, also nicht kongruent EF, was einen Widerspruch gibt. 
Ist =, so erinnere man sich daran, da8 die Binomialkoeffizienten 
durch # teilbar sind, auBer dem ersten und dem letzten. Reduziert 
man daher (mod ***), so gelangt man wie vorher zu einem Wider- 
spruch. Auch fiir p= 2 gilt der Satz, wenn /=-2 ist, und schlieBlich 
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auch fiir p=/ = 2, wenn a groBer als 1 ist. Kennt man also die Modul- 
substitutionen modulo einer ungeraden Primzahl, so sind damit auch 
die rationalen Gruppen des betreffenden Grades bekannt. Die Gruppen 
ungerader Ordnung erhalt man bereits durch Reduktion (mod 2). Die 
Ordnung einer ganzzahligen Gruppe vom Grade ” muB8 Teiler von 
(PEA) APES p) (Ph phy pe) 

sein fiir alle ungeraden Primzahlen ~. Daraus folgt eine obere Grenze 
fiir die Primzahlpotenz J’, die in g aufgehen kann. Es sei /” eine ge- 
niigend hohe Potenz von /, so daB jedenfalls /*> nl ist. Nun. wahle 
man # aus einer primitiven Restklasse (mod /“). Aus Satz 56 folgt, daB 


Pea pearing” Wee) 
genau durch die folgende Potenz von / teilbar ist, falls /=+- 2 


Ei = la = E ia omar) 


wobei [a] die groBte ganze Zahl =a darstellt. Fiir /=2 findet man 


n 


vals] (a) + 


§ 68. Beziehungen zur Krystallographie. 


Wir wollen zeigen, daB das Problem, die ganzzahligen Gruppen 
des Grades » zu finden, gleichbedeutend ist mit der Aufsuchung aller 
Gitter des m-dimensionalen Raumes mit besonderen Symmetrien. 

Es seien }j, Po,.-., ~, die Fundamentalvektoren eines u-dimensio- 
nalen Gitters, so daB man alle Gitterpunkte erhalt, indem man die 
Gesamtheit der Vektoren 


Re Dy ae + 4%, Pn 
von einem festen Punkt 0 aus abtragt. Hierbei durchlaufen x,..., x, 
alle ganzen Zahlen. Die Lange des Vektors p; sei + V%i» ferner setzen 
wit ; 
V%4i V4nn* COS (Pi, Px) = Gin = Gai, 
dann wird das Quadrat der Lange des Vektors 
Py t ot + Xa Pn 


gegeben durch die quadratische Form 
Oo dD Un XiXy- 
i=1 k=1 ; 


Umgekehrt ist durch eine beliebige definite quadratische Form der 
nm Variablen x; ein Gitter definiert bis auf die Lage im Raum und bis 
auf eine Symmetrie. Man kennt alsdann namlich die Lange der Funda- ” 
-mentalvektoren und die Winkel zwischen ihnen. Wahlt man n—1 
aus ihnen aus, so spannen sie eine (7—1)-dimensionale lineare Teil- 
mannigfaltigkeit aus, und man kann den letzten Vektor auf zwei zu 


14* 
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ihr spiegelbildliche Weisen hinzufiigen. Man kann zeigen, daB es nur 
zwei zu einer Fundamentalform gehérige Gitter gibt. Wir wahlen eines 
derselben. 

Die Variablen x,,..., x, sind die Koordinaten des Endpunktes 
des Vektors x,p,+-:::+%,), in demjenigen Koordinatensystem, 
dessen Achsen die Richtungen der Vektoren p; haben, wahrend die 
Einheitsstrecke der i-ten Achse durch den Vektor p; gegeben ist. Die 
Determinante |a;,, stellt das Quadrat des Inhaltes des Fundamental- 
parallelepipedes dar. Man kann das Gitter auf unendlich viele Arten 
durch Fundamentalvektoren aufbauen, man erhalt sie alle, wenn man 
auf die Vektoren },,...,», die sdmtlichen ganzzahligen Substitutionen 
mit der Determinante +1 ausiibt. Die ,,metrische‘““ Fundamental- 
form >” \’a;,%;%, erfahrt dabei die transponierten Substitutionen, 
denn eine Substitution auf die p,; in x,p,+--:+ x, ), kann auch als 
die transponierte auf die x; gedeutet werden. 

Falls das Gitter eine Symmetrie aufweist, muB es moglich sein, 
neue Fundamentalvektoren einzufiihren, welche dieselbe Konfiguration 
bilden wie die vorigen (Bewegung) oder die spiegelbildliche (Symmetrie 
zweiter Art), d. h. die zugehdrigen Substitutionen miissen die metrische 
Fundamentalform in sich tberfiihren. 

Umgekehrt, wenn wir eine ganzzahlige endliche Gruppe haben, 
so besitzt sie eine invariante definite quadratische Form. Man hat 
bloB auf x?+-:-+ x? alle Substitutionen auszuiiben und die ent- 
stehenden Formen zu addieren. Es gibt daher Gitter, welche die be- 
treffende Symmetrie aufweisen. Damit ist das Problem, symmetrische 
Gitter aufzusuchen, als identisch erwiesen mit der Frage nach den 
ganzzahligen Substitutionsgruppen. 

Aquivalente Gruppen besitzen dieselben Operationen, sie lassen 
sich auf dieselbe orthogonale Gruppe transformieren. Sie definieren 
dieselbe Krystallkiasse. Es besteht infolgedessen der 

Satz 192. Es gibt nur endlich viele Krystallklassen in n Dimenstionen. 

Beweis. Als abstrakte Gruppen kommen nach Satz 191 nur end- 
lich viele in Betracht und diese lassen nur endlich viele nichtaqui- 
valente Darstellungen in » Variablen zu. 

Dasselbe Gitter gehért nur zu solchen ganzzahligen Gruppen, die 
durch ganzzahlige unimodulare Substitutionen ineinander transformier- 
bar sind, also zu Substitutionen derselben Klasse nach der Bezeichnung 
von §67. Das Wort ,,Klasse‘ hat leider in der Krystallographie und 
in der Theorie der Substitutionsgruppen nicht dieselbe Bedeutung. 

Satz 193. Wenn die ganzzahlige Gruppe im Gebiet der rationalen 
Zahlen wrreduzibel ist, so gibt es nur eine endliche Anzahl verschiedener 
Gitter der zugehorigen Klasse. . 

Der Beweis folgt ohne weiteres aus Satz 190. 
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Hier ist jedoch noch folgende Bemerkung von Wichtigkeit: Wenn 
die Gruppe reduzibel ist, so besitzt sie mindestens zwei linear unab- 
hangige invariante quadratische Formen. /, und f, seien zwei solche. 
Dann ist die Gesamtheit der quadratischen Formen 


af, + aefe 


invariant, wobei a, und a, zwei beliebige reelle Zahlen sind. Insbesondere 
bilden die Formen 


th+ (l—¥) fe, 


in denen ¢ von 0 nach 1 stetig variiert, eine Schar positiv-definiter 
Formen, welche /, mit f, stetig verbindet. Zu unserer Gruppe gehort 
daher eine unendliche Menge von Gittern, aber sie lassen sich durch 
stetige Deformation, ohne die Symmetrie zu verlieren, ineinander iiber- 
fiihren. Eine solche Schar betrachten wir nur als ev Gitter. So sind 
wir auch bei drei Dimensionen vorgegangen: nur das kubische Gitter 
besa keinen Freiheitsgrad, abgesehen von der Wahl der Eimheitsstrecke. 


Der Vollstandigkeit halber wollen wir noch einige Hilfsmittel zur 
' Behandlung der Raumgitter herleiten. Wir benutzen hierbei die von 
Einstein herriithrende Vereinfachung der Bezeichnung, welche in der 
Regel besteht, daB tiber doppelt auftretende Indices stets von 1 bis n 
summiert wird. 


Die metrische Fundamentalform ist a;,x,;x,. Unter einer Ebene 
durch O verstehen wir die (m—1)-dimensionale Mannigfaltigkeit der 
Punkte, welche einer Gleichung /];x;=0 geniigen. Sie enthalt dann 
und nur dann ein (m—1)-dimensionales Teilgitter unseres Gitters, 
wenn die /; rationale Zahlenverhaltnisse zueinander haben. Wir nor- 
mieren die /;, indem wir sie als teilerfremde ganze Zahlen annehmen, 
und nennen sie alsdann die Indices der Ebene. Es ist von Wichtig- 
keit, die GroBe des Fundamentalparallelogrammes der Ebene zu kennen, 
da durch sie die ,,Belastung“ der Gitterebene bestimmt ist. Man 
erhalt alle parallelen Gitterebenen in der Gestalt J;x,;—=J, wobei / alle 
ganzen Zahlen durchlauft, insbesondere ist J; x; = 1 eine benachbarte 
Ebene zu /;x;=0. Wir bestimmen ihren Abstand von O, indem wir 
das Minimum von a;,x,;x, unter der Nebenbedingung /;x;=1 auf- 
suchen. Indem wir 4;; %;*,—2Al;x; nach x, differenzieren, bekommen 
wir 


air x%;,—Al, =e 
Wir multiplizieren mit x, und summieren, es ergibt sich 
A = A,X; Xp = ¢" 


wenn wir unter e die gesuchte Entfernung verstehen. Andererseits 
lésen wir die Gleichungen nach den x; auf, indem wir die aus den 
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Unterdeterminanten A;, der Matrix (a;,) gebildete Determinante |Ai,| 
benutzen. Es ergibt sich 


As;,=C1, Aj,, A =|a,,|. 
Wir multiplizieren mit /; und summieren 
Ate CAA pil, é 
Aj,ll, heiBt die zu a;,x%;x, adjungierte quadratische Form. Ziehen 
wir die Quadratwurzel, so ergibt sich links der Inhalt des Fundamental- 
parallelepipedes des ganzen Gitters. Dieser ist nun aber gleich dem 
Inhalt desjenigen unserer Ebene multipliziert mit dem Abstand zweier 
benachbarter Ebenen (Inhalt = Basis mal Hohe). MHieraus folgt der 


Satz 194. Das Fundamentalparallelogramm der Ebene mit den In- 
dices 1; hat den Inhalt 


Diesen Satz hat bereits Gauss gekannt (vgl. Geometrische Seite 
der ternaren Formen, Werke Bd. 2, S. 305). 
Indices und Variable stehen in kontragredientem Verhiltnis, sie 


_-erfahren in unserer Terminologie adjungierte Substitutionen bei Ein- 
fiihrung neuer Fundamentalvektoren bzw. bei den Gittersymmetrien. 


15. Kapitel. 
Gruppen von gegebenem Grade. 


§ 69. Die endlichen Substitutionsgruppen vom Grade n. 


Eine Gruppe J’ des Grades », deren Ordnung eine Primzahlpotenz 
p* ist, kann immer auf monomiale Gestalt transformiert werden. Ist p° 
die héchste in »! aufgehende Potenz von #, so enthalt I’ einen Abelschen 
Normalteiler, dessen Index ein Teiler von ~° ist. Er besteht aus den 
Substitutionen der monomialen Gruppe, welche nur in der Haupt- 
diagonalen von 0 verschiedene Zahlen haben (Satz 119). Das Problem, 
alle Substitutionsgruppen u-ten Grades, deren Ordnung eine Potenz 
von # ist, aufzustellen, ist zuriickgefiihrt auf das Problem, die Sylow- 
gruppe von der Ordnung #? fiir die symmetrische Gruppe von m Variablen 
zu bestimmen. Wir sind noch weit davon entfernt, ein ahnliches Kon- 
struktionsprinzip fiir alle endlichen Gruppen des Grades » anzugeben, 
aber einige hochwichtige Resultate sind in dieser Hinsicht bereits 
erzielt worden. 

Satz 195. Wenn eine irreduzible Substitutionsgruppe Matrizen besitzt, 
deren Charaktere im Kérper der p*-ten, der q’-ten usw., aber nicht der 
p*-1-ten, der q’-1-ten usw. Einhettswurzeln liegen, so enthalt sie auch eine 
Substitution von der Ordnung p*q°.... Hierbei bedeuten p,q,... ver- 
schtedene Primzahlen. 


§ 69. Die endlichen Substitutionsgruppen vom Grade n. 915 


Beweis. Zwischen den Potenzen einer primitiven f*-ten Einheits- 
wurzel ¢ bestehen in einem beliebigen K6rper, der prim ist zu dem durch 
é bestimmten, genau die folgenden linearen Beziehungen 


éteeteet---teeht=0 ((=0,1,..., p27 1-1), 

wobei 
=e, 

und diejenigen, welche sich aus diesen durch lineare Verbindungen 
herleiten. Die Darstellung einer Zahl als Summe von Einheitswurzeln 
ist daher nicht eindeutig. Wenn in jeder Darstellung eine primitive 
s-te Einheitswurzel vorkommt, so sagen wir kurz: Die Zahl bedarf der 
s-ten Einheitswurzeln. Wir nehmen nun an, ein Charakter y, bediirfe 
der s-ten Einheitswurzeln und s sei prim zu ~. Es gibt ferner nach der 
Voraussetzung einen Charakter y,, welcher der #*-ten Einheitswurzeln 
bedarf. Es gilt nach Satz 152 folgende Gleichung 


Viti Mate = ta 2 Cinta: (1) 


Auf beiden Seiten stehen Summen von Einheitswurzeln, deren 
jede Produkt einer bestimmten (primitiven oder imprimitiven) %-ten 
und einer dazu primen Einheitswurzel ist. Wir greifen diejenigen 
heraus, deren erster Faktor eine der Zahlen 


eet (Ge 12, Pe mele l) 
ist. Links steht 
E(Qpe, 1 Gy 8) 8 Bp 8) Ys 
und wir diirfen ¢ so gewahlt denken, da8 nicht alle a; einander gleich 
sind, sonst bediirfte y, nicht der #*-ten Einheitswurzeln. Rechts stehe 


& (0, & +--+ a, 64), 
wobei die Zahlen « der #-ten Einheitswurzeln nicht bediirfen. Beide 
Seiten miissen einander gleich sein und es ergibt sich 


By Yi — My = Ag Hi — Aq = Ap Hi — MH - 
Nun sei etwa a,— a, = von 0 verschieden, dann folgt 
b Yj = %— Hp. 

Da diese Differenz der s-ten Einheitswurzeln bedarf, so gilt dasselbe 
mindestens von «, oder von a. Daraus folgt, daB die rechte Seite von 
(1) eine primitive %s-te Einheitswurzel enthalt und infolgedessen 
auch einer ihrer Summanden y;. Es gibt also eine Substitution, deren 
charakteristische Wurzeln eine primitive p7s-te Einheitswurzel enthalten, 
und daher auch eine solche von der Ordnung #%s. Durch vollstandige 
Induktion beweist man ohne weiteres unsern Satz. 

Aus diesem Hilfssatz aus der Theorie der Kreiskérper folgt nun 
folgender 
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Satz 196. Eine irreduzible Substitutionsgruppe n-ten Grades von 
der Ordnung nN, wobet die Primfaktoren von n, groper, diejenigen von 
My kleiner oder gleich n+ 1 sind, besitzt eine Abelsche Untergruppe von 
der Ordnung 1. 

Beweis. Wir nehmen zunachst an, da8 alle Substitutionen die 
Determinante 1 haben. Jede Untergruppe von einer Ordnung, die in 
n, aufgeht, ist Abelsch, denn der Grad ihrer irreduziblen Darstellungen 
muB ein Teiler von 1, und gleichzeitig héchstens gleich ~ sein. Es kommt 
also nur | in Betracht. 

Wir setzen n,= p*q’.... Die Charaktere der Substitutionen von 
der Ordnung ~ bzw. q usw. bediirfen der p-ten, g-ten usw. Einheits- 
wurzeln und es gibt daher eine Substitution S der Ordnung q.... Ihre 
Zerlegung in vertauschbare Faktoren von den Ordnungen #, q,... sei 

Set OF. 
P,Q,... kénnen nicht zum Zentrum der Gruppe gehéren, denn sonst 
waren sie Multiplikationen und ihre Determinante ware von 1 ver- 
schieden. Die (Abelschen) Sylowgruppen, welche P, Q,... enthalten, 
seien 3, O,.... Die mit P vertauschbaren Elemente bilden eine Unter- 
gruppe und fiir solche nehmen. wir den Satz als bewiesen an. Da unsere 
Untergruppe sowohl 8 als S enthalt, so ist jedes Element von $ mit 
S vertauschbar. Genau dasselbe beweist man fiir die Elemente von 0 
usw. Daher ist die Ordnung der Untergruppe bestehend aus allen mit 
S vertauschbaren Elementen durch n, teilbar, sie enthalt also eine 
Abelsche Untergruppe von der Ordnung 1. 

Falls eine Substitution P eine von 1 verschiedene Determinante ¢ 
besitzt, so multipliziere man sie mit 7, welches der Gleichung geniigt 
n” =e}. Man erweitere ferner das Zentrum durch 7£. In derselben 
Weise verfahrt man mit allen Substitutionen, soweit sie nicht bereits 
zum Zentrum gehoren. Die so erweiterte Gruppe besitzt einen Normal- 
teiler, bestehend aus den Substitutionen mit der Determinante 1, und 
fiir seine Nebengruppen kann man Substitutionen aus dem Zentrum 
wahlen. Daher gilt auch fiir diese Gruppe der Satz. Diejenigen Sub- 
stitutionen der Abelschen Untergruppe, welche bereits in der urspriing- 
lichen Gruppe liegen, bilden eine Untergruppe von der Ordnung 1). 


§ 70. Der Satz von Jordan. 


Eine endliche Substitutionsgruppe vom Grade n besitzt einen Abel- 
schen Normalteiler, dessen Index eine gewisse von n allein abhdangige 
Schranke nicht iiberschreiten kann. 

Diesen Satz hat C. Jordan in seinem Mémoire sur les équations 
différentielles linéaires a intégrale algébrique (Crelles Journal Bd. 84, 
S. 89—215) durch einen auch in seiner logischen Form héchst bemerkens- 
werten Beweis erhartet. Gleichzeitig hat er auch primitive Gruppen 


§ 70. Der Satz von Jordan. OAT 


der Grade 2 und 3 aufgestellt?. Inzwischen ist der Satz von verschie- 
denen Seiten in Angriff genommen worden. Blichfeldt (G. A. Miller, 
H.F. Blichfeldt, L. E. Dickson: Theory and applications of finite groups, 
New York 1916, chapter XII) hat zahlentheoretische Methoden an- 
gewendet. Bueberbach behutzt kontinuierliche Verdnderliche. Seine 
Methode ist von Frobenius® verscharft worden, und wir folgen hier 
zunachst dessen zweiter Abhandlung iiber unitdére Matrizen (Berl. 
Sitzgsber. 1911, S. 373—378). 

’ Jede endliche Gruppe 1aBt sich auf die unitare Form transformieren 
(§ 50). Die charakteristischen Wurzeln der Matrizen deuten wir in 
der komplexen Zahlenebene. Sie liegen auf dem Einheitskreis mit O 
als Zentrum. Es gilt nun der 

Satz 197. Sex C= ABA-1B-? der Kommutator der beiden Substitu- 
tionen A und B. Die Wurzeln von B mégen nicht ganz einen Halbkreis 
einnehmen. Ist dann A mit C vertauschbar, so ist auch A mit B vertausch- 
bar, also C=E. 

Beweis. Wir nehmen B in der Diagonalform und A als unitar 
an. Die charakteristischen Wurzeln von B seien 

ere US, OR ee eT 
gy, nennen wir die Phasen der Wurzeln. Weil A mit BA-1B-! vertausch- 
bar ist, so ergibt sich 
C= A(BAGB—) = (BAB) AA BAB = BABA. 
Hierbei bedeutet S® die zu S transponierte, S die zu S konjugiert 
imaginare Matrix. Weil B Diagonalform hat, kann man den Index 0 
weglassen. 
Fiir die Koeffizienten der Hauptdiagonale von C findet man 


n 


n 
CU > Umm A m 01 = > 5141 Om Gt 
1 


m=1 m= 


oder ausfiihrlich geschrieben 


» | ay 94)? e (Pm —%1) — Sami) et (Pr — Pn) 
m=1 m=1 


und durch Vergleichung der imaginaren Teile findet man 


> (\arml? + |@mi|?) SIN (Pm—G) = 0. 


Nun sei 
QP. = Po = 9 =O Sr HK EPs SS <Q + 1.~ 


1 Vgl. die historischen Angaben im Enzyklopadieartikel von Wiman iiber 
endliche Gruppen linearer Substitutionen. Math. Enz. Bd. I 1, S. 528f. 

2 Bieberbach, L.: Uber einen Satz des Herrn C. Jordan in der Theorie der 
endlichen Gruppen linearer Substitutionen. Berl. Ber. 1911, S. 231—240. 

3 Frobenius, G.: Uber den von L. Bieberbach gefundenen Beweis eines Satzes 
von C. Jordan. Berl. Ber. 1911, S. 241—248. AuBerdem die oben erwahnte Ab- 
handlung iiber unitare Matrizen. 
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Setzt man in der letzten Formel / = 1; so werden alle Glieder positiv 
und es werden alle a,,, gleich Null, fiir welche einer der Indices gréBer 
als y, der andere aber kleiner oder gleich 7 ist. A zerfallt in zwei Teil- 
matrizen, von denen die erste nur die Wurzeln e'* besitzt, also eine 
Multiplikation und daher mit B vertauschbar ist. Die zweite kann man 
in derselben Weise behandeln und findet, daB auch sie reduzierte Gestalt 
hat und mit B vertauschbar ist, womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 198. Liegen die Wurzeln A oder B auf einem Kreisbogen der 
' GroBe a, so legen die Phasen des Kommutators zwischen —o und +a. 
Beweis. Aus der unitaren Matrix P = (p;;) bilde man die Form 


> Pai Xe X). 
kl 


Ubt man auf die x die unitére Substitution S und gleichzeitig auf 
die x die konjugiert komplexe S aus, so entsteht eine neue Form, deren 
Matrix S°PS ist. S und S® sind aber inverse Matrizen, die neue Matrix 
entsteht, aus der alten durch Transformation und man kann daher S 
so bestimmen, daB die neue Form die Gestalt hat 

D, Vig Xj Hi, 
wobei die y die charakteristischen Wurzeln von P sind. Die Phasen 
derselben médgen zwischen gm und w+ liegen, dann liegt auch die 
Phase von 
SM Satan 

wo die s positive reelle Zahlen bedeuten, innerhalb derselben Grenzen, 
wie man sofort erkennt, wenn man die 7;; vektoriell deutet. Setzt man ° 
nun in »'7;; x;x; fir x; und x; konjugiert imaginare Werte ein, so erhalt 


v 
man nur Zahlen, deren Phasen in ee Grenzen liegen, und das- 
selbe gilt schlieBlich von der Form > pix x; Xz, die durch konjugiert 
1,k ; 
imaginadre Substitutionen auf die x und x erhalten wird und also die- 
selben Werte annimmt. 
Nun seien P und Q zwei unitére Matrizen und s eine charakteristi- 
sche Wurzel von PQ7!, also eine Wurzel der Gleichung 
|PQ1'—sE|=0 oder .|P—sQ|=0. 
Dann kann man nicht sdmtlich verschwindende GroBen x%,,...,%, so 
bestimmen, daB 
& Pai th > 8 2 tarts. 


Es wird dann 
D> pra Xn Sy == SD Umea: 
hl 


Wenn daher die Phasen der Wurzeln von P und Q zwischen » und 
gy +o liegen, so wird s Quotient zweier Zahlen, welche nach dem eben 
bewiesenen Satz tiber den Wertevorrat von Formen nur Phasen zwischen 


§ 70. Der Satz von Jordan. 219 


gy und » +o haben. Da beim Quotienten die Phasen subtrahiert werden 
miissen, so folgt, daB die Phase von s zwischen —o und +o liegt. Setzt 
man jetzt P= A und Q= BAB", so ist der Satz bewiesen. 


Satz 199 von Frobenius. In einer endlichen Substitutionsgruppe 
ist jede Substitution A, deren Wurzeln nicht ganz den sechsten Teil des 
Kreises einnehmen, mit jeder Substitution vertauschbar, deren Wurzeln 
nicht ganz den halben Kreis einnehmen. 

Beweis. B sei irgendeine Substitution der Gruppe, und wir bilden 
folgende Reihe von Kommutatoren 

Bue tO AA CD ee A LA he: 
AMA eat SEIN 


Die Wurzeln aller dieser Kommutatoren C, D,... haben ihre Phasen 


, 


zwischen — 3 und + =. 


Nun bezeichne #(P) fiir eine beliebige Matrix P die Summe der 
Normen der Koeffizienten, d.h. »’ ,;,;. Wir nennen sie die Spannung 
hl 


von P, sie ist gleich dem Charakter der Matrix P P® oder auch von 
P°P. Sind U und V unitar, so wird 


kU Py ey (POUL P\ ay P® Pie OB) 
und 
DP OULPy): 
Wir setzen nun voraus, daB die Gruppe auf unitare Gestalt und 
speziell A auf die Diagonalform transformiert sei und die charakte- 
ristischen Wurzeln a,,..., a, habe. Dann wird 


0 (E—C) =8(E—AB(BA)"!).=0(BA—AB) 
= 0(A (E— B)—(E—B) 4), 
= |p (€41— bg1) — (Cxj— Oe2) &% Stee |a,— a /? lens — Dei Fe 
kl k ; 
Hier ist | a, — 4, | kleiner als die Seite des regularen Sechsecks. Ist 
x der groBte dieser Werte, so ist x< 1. 
Es wird nun 

O(E—C)<28(E—B) = bx? 

und 
Oo (E— N) < bx”. 


Erzeugen A und B eine endliche Gruppe, so mu8 einmal ? (E —N) =0 
werden und daher N= E. Es wird infolgedessen A mit M und nach 
Satz 197 auch mit L,...,D,C vertauschbar, und wenn die Wurzeln 
von B nicht ganz einen Halbkreis einnehmen, auch mit B. 

Nun bedeute Z(n) die Anzahl der Primzahlen =n -+ 1. Dann 1laBt 
sich der Satz von Jordan in folgender praziseren Weise aussprechen: 
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Satz 200. Eine endliche Substitutionsgruppe in n Variablen besitzt 
stets einen Abelschen Normalteiler, dessen Index kleiner ist als 
mt Loree aa 


Beweis. Eine Sylowgruppe der Substitutionsgruppe besitzt nach 
der Bemerkung am Anfang von §69 einen Abelschen Normalteiler, 
dessen Index ein Teiler von ! ist. Seine Ordnung sei = 12”—10. 
Man teile den Einheitskreis in 12 gleiche Teile und rechne jeweils 
einen der Grenzpunkte zum Intervall, den anderen zum benachbarten. 
Fiir die Verteilung der » Wurzeln einer Substitution unserer Abelschen 
Gruppe, die wir in Normalform voraussetzen, auf die 12 Teile des Ein- 
heitskreises kommen 12” Moglichkeiten in Betracht. Daher miissen 
entweder bei einer Substitution auBer E die samtlichen Wurzeln im 
selben Fach liegen, oder aber es gibt zwei, etwa A und B, bei denen 
die Verteilung gleich ist. Im letzteren Fall nehmen die Wurzeln von 
A B- nicht ganz den sechsten Teil des Kreises ein. Es gibt also sicher 
Substitutionen von dieser Beschaffenheit. Diese sind aber mit allen 
Substitutionen ihrer Klasse vertauschbar und erzeugen daher einen 
Abelschen Normalteiler. 

Fiir jede Primzahl =n-+ 1 machen wir diese Uberlegung. Indem 
wir ferner den Satz 196 beachten, ergibt sich der Beweis unseres Satzes. 

Beschrankt man sich auf primitive Gruppen, deren Substitutionen 
die Determinante 1 haben, so muB nach Satz 172 der Abelsche Normal- 
teiler zum Zentrum gehéren und kann héchstens die Ordnung m haben, 
denn seine Substitutionen sind Multiplikationen. Daher gilt folgender | 

Satz 201. Die Ordnung einer trreduzblen primitiven Substitutionsgruppe 
vom Grade n, deren Substitutionen die Determinante 1 haben, ist kleiner als 

mtn 122 +0) | 


Es gibt nur endlich viele nichtdquivalente Gruppen. 

Auf zahlentheoretischem Weg 1aBt sich folgender Satz beweisen: 

Satz 202. Falls die Primzahl > gréBer als 2n® +1 ist, so bildet die 
zugehorige Sylowgruppe einen Abelschen Normaiteiler. 

Beweis. A und B seien zwei Substitutionen, deren Ordnungen 
Potenzen von # sind. Fir ihre Charaktere y; und y, gelten folgende 
Gleichungen 


h; Xi hy AG a > Cia Xi : 


Rechts und links stehen Summen von gleich vielen Einheitswurzeln; 


P ~ —1 ; : 
links kommen aber hochstens ne <P> * verschiedene vor und eine 


solche Zahl 1aBt sich auf keine andere Weise durch gleich viel oder 
weniger Einheitswurzeln additiv darstellen. Daher stehen auch rechts 
nur Charaktere von Substitutionen, deren Ordnung eine Potenz von 4 
ist. Das Produkt von A und B gehdért infolgedessen auch zu ihnen und die 
Sylowgruppe bildet einen Normalteiler. Dieser ist wegen p> Abelsch. 
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Bereits bei der Behandlung der Automorphismen Abelscher Gruppen 
§ 43 sind wir auf lineare Substitutionen gekommen, deren Koeffizienten 
die Reste der ganzen Zahlen nach dem Modul einer Primzahl sind, 
wahrend die Determinanten der Null nicht kongruent sind, und wir 
haben die Ordnung dieser Gruppen bestimmt. Wir erweitern diese 
Betrachtungen, indem wir fiir die Koeffizienten ein beliebiges Galois-. 
feld GF (p/) (§ 18) zugrunde legen. Eine solche Substitution sei 


4 = $11 %] Bele Sin An 

Kn = Sy My oot San Xn 
Fiir die rechte Seite von xj kommen beliebige Linearformen in Betracht, 
die nicht identisch verschwinden, d.h. #/*"—1 Formen. Sind S und 


T zwei Substitutionen, welche x, in dieselbe Form iiberfiihren, so laBt 
ST~-1 die Variable x, ungedndert und hat folgende Gestalt 

(4 3) 

Al By? 
wobei A eine Spalte von »—1 Zahlen, B eine quadratische Matrix von 
nm—1 Zeilen und Spalten bedeutet. Diese Substitutionen bilden eine Unter- 
gruppe, und bei festgehaltenem B kann die Spalte A aus beliebigen 
GréBen des GF bestehen, es kommen also p~-/ Méglichkeiten vor. Die- 
jenigen Substitutionen, bei denen A aus Nullen besteht, bilden eine Unter- 
gruppe, deren Ordnung wir mit O (n—1) bezeichnen. Fiir die Ordnung O (n) 
der ganzen Gruppe finden wir also folgende Rekursionsformel 

O(n) = (p"!—1) p®-910 (n— 1) 
und erhalten damit den 
Satz 203. Die Ordnung der Gruppe I aller homogenen linearen Sub- 

stitutionen des Grades n im GF (p!) ist 


(pe Begs dat A Nap) eee 

Diese Gruppe besitzt einen Normalteiler J\, dessen Faktorgruppe 
zyklisch und von der Ordnung ~/—1 ist, bestehend aus den Substi- 
tutionen mit der Determinante 1. AuBerdem besitzt sie ein Zentrum 
von derselben Ordnung, bestehend aus den Multiplikationen. Ist d 
der gréBte gemeinschaftliche Teiler von #/—1 und x, so enthalt I, 
mit dem Zentrum eine Untergruppe von der Ordnung d gemeinsam, 
die wir mit J’, bezeichnen. Es gilt der Satz, daB die Gruppe [4/I, 
einfach ist, auBer in den Fallen des GF (2) und GF (3) bei dem Grade 2. 
Fiir den Beweis verweisen wir auf die Monographie von Dickson, Linear 
groups S. 831. Es gibt also fiir jeden Grad eine zweifach unendliche 

1 Wichtige Erganzungen enthalten L.E. Dickson: On the group. defined 
for any given field by the multiplication table: Amer. math. Soc. Trans. Bd. 3 
(1902), S. 285—301. Modular theory of group characters: Amer. math. Soc. Bull. 
(2) Bd. 13 (1907), S. 477—488. 
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Schar verschiedener einfacher Gruppen, die wir in dieser Weise erhalten. 
Wir wollen nun die £-Sylowgruppen untersuchen und nachher diejenigen 
Untergruppen, deren Ordnung zu # prim ist. 

Die Ordnung einer p-Sylowgruppe ist nach der Formel fiir O() 

n(n—1 
i i a 8) oo 

Nun bilden diejenigen Substitutionen, deren Koeffizienten oberhalb 
der Hauptdiagonalen 0 sind, wahrend die Hauptdiagonale lauter 1 
enthalt, eine Untergruppe, welche genau die angegebene Ordnung. be- 
sitzt. Sie ist daher eine Sylowgruppe und jede andere Untergruppe 
von dieser Ordnung ist nach Satz 69 mit ihr dquivalent. Sie bildet 
eine Normalform fiir Untergruppen, deren Ordnung eine Potenz vor # ist. 

Satz 204. Jede Substitutionsgruppe in einem GF (p'), deren Ord- 
nung eine Potenz von p ist, léBt sich.so transformieren, daB die Koeffi- 
ztenten oberhalb der Hauptdiagonalen 0 sind, und diejenigen der Haupt- 
diagonalen 1. 

Zur naheren Untersuchung unserer Gruppen verwenden wir folgende 
Bezeichnung. Eine Substitution in der obigen Normalform bezeichnen 
wir mit E + V. Dabei hat V auch in der Hauptdiagonalen noch lauter 
Nullen stehen. Wir betrachten die sich nach links unten daran an- 
schlieBenden Diagonalen und zahlen ab, wie viele davon mit Nullen 
ausgefiillt sind. Sind es die 7 ersten, wobei die Hauptdiagonale mit- 
gezahlt wird, so bezeichnen wir eine solche Matrix mit V;. Man veri- 
fiziert sogleich, daB V;V,=V;,,. In dieser Symbolik bedeutet V 
nicht eine bestimmte Matrix, sondern nur den Typus. Nun seien zwei 
Matrizen gegeben 

E+V; und E+Y,. 
Ihr Produkt ist E+ V;+V,+V,;V,. Die beiden Matrizen sind also 
vertauschbar, wenn V; und V, es sind. Fiir die p-te Potenz von E + V; 
finden wir 
(E+ VP =E+ V8 =E+ V,,. 
Wenn also der Grad nicht groBer als # ist, so ist die Ordnung aller Ele- 
mente der Sylowgruppe =. Allgemein ergibt sich das zu E+ V; 
inverse Element in der Gestalt 
E~V,+ V8—Vs +e, 
wobei man so weit zu gehen hat, bis die Glieder verschwinden. Der 
Beweis ergibt sich unmittelbar durch Multiplikation mit E+ V;. Nun 
moége in V,; und Vy die erste an die Hauptdiagonale stoBende Diago- 
nale aus den Zahlen aj, dg,..., &,_1 bzw. by, bg,..., 0,1 bestehen. Dann 
lautet in (E + V,) (E + V,’) die entsprechende Diagonale 
dy + by, a, + bg... .; Ay_1 + by_1. . 
Daher bilden die Substitutionen von der Gestalt # + V, einen Normal- 
teiler, dessen Faktorgruppe Abelsch ist und durch die additive Gruppe 
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der Systeme von »— 1 GréBen des GF (p‘) gebildet wird. Diese Gruppe 
hat die Ordnung p/“"-)) und den Typus (, f,...). In derselben Weise 
bilden die Substitutionen von der Form E + V; einen Normalteiler %,, 
und wir kénnen den Satz aussprechen: 


Satz 205. Die Sylowgruppe B= MN, besitzt eine Reithe von n—1 
Normalteilern Nz, Ns, ..., Rr, E, fiir welche N,/N;,, Abelsch von der 
Ordnung p!"-») und vom Typus (p, p,...) ist. N; besteht aus allen Sub- 
stitutionen von der Gestalt E + V;. 

Wenden wir uns jetzt zu den Gruppen, deren Ordnung zu # prim 
ist. Wir beweisen den fundamentalen 


Satz 206. Wenn eine Gruppe & sich durch Substitutionen vom Grade 
n in einem Galoisfeld GF (p') darstellen lift und wenn p prim ist zur Ord- 
nung der Gruppe, so laBt sich © auch durch Substitutionen desselben Grades 
in einem algebraischen Kérper darstellen. Aus dieser letzteren Darstellung 
erhalt man diejenige im GF(p!), indem man die algebraischen Zahlen 
nach einem Primidealteiler von p als Modul reduziert. Die Reduktion 
der Darstellungen in Galotsfeldern, deren p prim ist zur Ordnung der Gruppe, 
verlauft genau wie die Reduktion in Zahlkorpern. 


Dieser Satz ist die weiteste pic sae see des Satzes 191 von 
Minkowshkv. 

Beweis. Es sei & eine Gruppe mit zu # primer Ordnung. Wir 
zeigen, daB die vollstandige Zerfallung der Gruppendeterminante in 
den Galoisfeldern genau in derselben Weise erfolgt, wie in gewohnlichen 
komplexen Zahlen. Eine irreduzible Darstellung mit Zahlenkoeffi- 
zienten kann stets so transformiert werden, daB ihre Koeffizienten 
ganze algebraische Zahlen sind. Es sei K ein Korper, in dem alle irre- 
duziblen Darstellungen von © gegeben werden k6énnen, und f sei der 
Grad eines Primidealteilers p von p. Reduziert man (mod p), so erhalt 
man Darstellungen von © durch Substitutionen im GF(p’). Aus irre- 
duziblen Darstellungen entstehen so immer irreduzible Darstellungen 
im GF (p/), wie folgendermaBen bewiesen werden kann: Man nimmt 
ein vollstandiges System irreduzibler nichtaquivalenter Darstellungen 
von ® und bildet die Matrix ihrer Stellenzeilen. Diese ist quadratisch 
und ihre Determinante ist nur durch Primzahlen teilbar, die auch in der 
Ordnung von ® aufgehen (S.177). Sie ist daher zu # prim, infolge- 
dessen sind die Stellenzeilen auch (mod p) unabhangig. Daraus folgt, 
daB eine algebraisch irreduzible Darstellung auch (mod p) irreduzibel 
bleibt, denn im anderen Fall waren ihre Stellenzeilen (mod p) nicht 
unabhangig. 

Wir miissen nun toch zeigen, daB es keine weiteren irreduziblen 
Darstellungen gibt, und daB jede halbreduzible Gruppe auch voll- 
standig reduzibel ist. Wir greifen zu diesem Zweck zuriick auf die 
Formeln von Satz 162. é,, und 7;, seien die hyperkomplexen Zahlen, 
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welche durch zwei nichtaquivalente irreduzible Darstellungen geliefert 
werden. Dann gilt 
Ein bar = Ei Nik Nei =o Ni 
Ein Sim = 9 Nik Nim = 9 (& + /) 
EeNim =O. 

Eine irreduzible Darstellung im GF (p’), welche auch in jedem hdheren 
GF irreduzibel bleibt, mdge in entsprechender Weise die hyperkom- 
plexen GroBen ¢;, liefern. Wir multiplizieren sie rechts mit allen Zahlen 
&,;;, welche durch die algebraisch irreduziblen Darstellungen nach der 
Reduktion (mod) entstehen. Nicht alle so entstehenden Produkte 
k6nnen verschwinden, denn durch die Multiplikatoren &;; setzt sich 
die Gruppeneinheit linear zusammen. Es sei beispielsweise €,,-&, von 
0 verschieden. Dann erhalt man durch rechtsseitige Multiplikation 
mit den hyperkomplexen Zahlen nur lineare Verbindungen folgender 
GroBen: €,,6,; (¢=1,2,...,%), und diese erfahren bei rechtsseitiger 
Multiplikation mit den Gruppenelementen die Substitutionen der ad- 
jungierten Gruppe zu derjenigen, aus welcher die €;, entnommen sind, 
sie sind daher unabhangig und unsere irreduzible Darstellung ist aqui- 
valent mit der zu &;, gehérigen. Damit ist bewiesen, da8 wir in den irre- 
duziblen algebraischen Darstellungen alle irreduziblen Darstellungen 
im GF (pf!) gefunden haben. 

Nun sei eine halbreduzierte Darstellung im GF(p‘) gegeben. Wir 
k6nnen uns auf den Fall zweier irreduzibler Bestandteile beschranken, 
da der allgemeine Fall durch sukzessive Anwendung des speziellen 
Resultates bewiesen werden kann. Die Substitutionen mdgen die Ge- 


stalt haben 
i 
0 B}* 


Die hyperkomplexen Zahlen der ersten Zeile seien 


ri «vias Ear Mas oe ->Nm- 
Bei rechtsseitiger Multiplikation mit den Gruppenelementen erfahren 
sie die zu unserer Darstellung adjungierte, welche folgende Gestalt hat 


; (ee 


Falls die m-+ mn Zahlen linear unabhangig sind, so fiihrt bereits das 
oben angewendete Verfahren zum Ziel. Dies ist insbesondere der Fall, 
wenn die Darstellungen A und B nicht aquivalent sind. Nun sei A = B 
und daher m=n. Falls die Beziehung besteht 


Gy &y tt A dn Sn Dy my tb OD, May 


so bleibt sie richtig, wenn man mit einer beliebigen hyperkomplexen 
Zahl multipliziert, es lassen sich also die » unabhangigen Zahlen 
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&, &,...,&, durch die » Zahlen 7; ausdriicken und die letzteren sind 
daher unabhangig. Wir kénnen sie umgekehrt durch die &; ausdriicken. 
Es gelte 


n 
U ise DS Ain Ex. 
1 
Nun fithren wir durch die unimodulare ee 


Cae; n= i Y ain ks 


neue Veranderliche ein. Multipliziert man sie rechts mit den Grappa! 
elementen, so erfahren sie eine mit (1) aquivalente Substitution, welche 


in derselben Weise reduziert ist. Sie sei 4 ay insbesondere wird 


Nels ee Crete et Ck A On My te Oey Ny. 
Nun sind aber die Variablen 7; Null und unsere Gleichung wird zu 
Cie te Cin Sy = 0 
Da die &; unabhangig sind, so mtissen die Koeffizienten verschwinden, 
und wir finden © = 0, was zu beweisen war. 

Als spezielle Resultate heben wir folgende hervor: 

Eine Abelsche Substitutionsgruppe, deren Ordnung zu # prim ist, 
laBt sich auf die Diagonalform reduzieren. Hierzu ist im allgemeinen 
eine Erweiterung des Galoisfeldes notwendig. 

Wenn eine Gruppe © sich in einem GF(p‘) darstellen l48t und 
ihre Ordnung zu # prim ist, so laBt sich zu jeder anderen Primzahl 
g ein Exponent f’ bestimmen dergestalt, daB sich © als Gruppe des- 
selben Grades im GF (gq) darstellen 14Bt. Falls die erste Gruppe irre- 
duzibel war, so kénnen auch die iibrigen als irreduzible Gruppen be- 
stimmt werden, vorausgesetzt, daB die zugehorige Pepe! q die Ord- 
nung von ®& nicht teilt. 

Ferner gilt der Satz 200 fiir den Fall, daB # zur Ordnung prim ist, 
in seinem vollen Umfange. Die Substitutionsgruppen vom Grade n 
im GF(p‘) verdanken also, wenn man # alle Primzahlen, f alle ganzen 
positiven Zahlen durchlaufen laBt, ihre ungeheure Mannigfaltigkeit einzig 
dem Primteiler # in ihrer Ordnung. Fiir die anderen Untergruppen 
findet eine auBerordentliche Okonomie in den méglichen Typen statt. 

Eine Aufstellung der fiir die verschiedenen Primzahlen # méglichen 
Typen von Gruppen, deren Ordnung zu # prim ist, hangt mit zahlen- 
theoretischen Fragen zusammen. Fragen wir, fiir welche Werte von p 
eine Gruppe vom Grade 2 im GF (p) die erweiterte Ikosaedergruppe 
(§ 78) darstellt, so mu8 die Ordnung durch 5 teilbar sein, d. h. es muB sein 

p? = 1 (mod 5), 
d.h. # ist quadratischer Rest (mod 5). Wenn diese Bedingung erfiillt 
ist, so enthalt die Gruppe wirklich die erweiterte Ikosaedergruppe, 

Speiser, Gruppentheorie. 3. Aufl. 15 
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denn diese 1aBt sich im Korper k (7/5) algebraisch darstellen, und hier 
zerfallen gerade diese Primzahlen in Primideale ersten Grades. Fiir 
die iibrigen Primzahlen ~ sind die Untergruppen mit einer zu # primen 
Ordnung sdmtlich auflosbar. 


§ 72. Raumgruppen. 


In § 32 haben wir die samtlichen Raumgitter mit besonderen Sym- 
metrien aufgestellt und in §68 haben wir diese Betrachtungen vertieft 
und teilweise auf beliebig viele Dimensionen ausgedehnt. Wir haben 
es dabei bewenden lassen mit denjenigen Symmetrien, welche den 
Anfangspunkt festlassen. Jetzt wollen wir diese Schranke fallen lassen 
und die Gruppe aller Symmetrien betrachten, welche ein Gitter in 
sich iiberfiihren. In ihr ist eine Gruppe & enthalten, welche aus allen 
Translationen des Gitters in sich besteht, sie ist Abelsch und besitzt 
im Falle von m Dimensionen » Erzeugende. Durch eine geeignete Wahl 
des Koordinatensystems kénnen wir erreichen, daB ihre erzeugenden 
Substitutionen T; folgende Gestalt haben 


R= %;, 1 aoe ey (k= 2), 
wobei 7 alle Zahlen von 1 bis ” durchlauft. 
Wir wollen im folgenden dieses Koordinatensystem festhalten. 


Eine .allgemeine Symmetrie des Raumes wird dann durch die Glei- 
chungen gegeben 


Kh = Oy hy + aan hy +e (R=1,2,...,0).1 
Hierbei bedeuten die ungestrichenen Variablen x; diejenigen des neuen 
Punktes, in welchen der urspriingliche Punkt durch die Symmetrie 
tibergeht. Nur bei dieser Festsetzung gewinnen wir fiir die Zusammen- 


setzung der Symmetrien die gewohnten Gesetze der Matrizenzusammen- 
setzung von Zeilen und Kolonnen. Wir bezeichnen die Substitution 


symbolisch mit 
Aa 
if ‘) ai) 


wobei A die quadratische Matrix a,; bedeutet, a die Spalte der a, und 
0 eine Zeile von m Nullen. A heiBt der rotative, a der translative 
Teil. Ist (B) eine zweite solche Symmetrie, so findet man die zusammen- 
gesetzte (C), indem man die Matrizen zusammensetzt 


iz “i he leat 4 
Ov ly: XO; Wa koa ys 
C=AB und c=Ab-+a. 


Gruppen, die aus solchen Substitutionen gebildet sind, heiBen Raum- 
gruppen. Die Untergruppe der Translationen ist stets Normalteiler. 


Offenbar wird 
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Nun sei eine beliebige Raumgruppe gegeben mit einer Translations- 
gruppe &, die » unabhangige Translationen enthalt. AuBerdem moge 
noch die Symmetrieoperation (A) vorkommen. Dann ist (A)Z = (A). 
Sehen wir zu, was aus dem Anfangspunkt des Koordinatensystems 
wird, wenn man die Operationen dieser Nebengruppe der Translations- 
gruppe auf ihn anwendet. Nehmen wir die Nebengruppe’ zuerst in der 
Anordnung (A) &. Unter (A) erfahrt der Anfangspunkt die Translation a, 
und indem man nun alle Translationen von & ausiibt, erhalt man ein 
Gitter unseres n-dimensionalen Raumes. Nun gehen wir umgekehrt 
vor und tben auf den Anfangspunkt die Operationen Z(A) aus. Es 
miissen dieselben Punkte entstehen. Durch & entsteht dasselbe Gitter 
wie vorher, bloB ist die Translation a noch nicht ausgefiihrt. Nun kommt 
noch (A) hinzu. Dies gibt die Translation a und die durch A repradsen- 
tierte Symmetrie. Bereits durch die Translation ist. aber unser Gitter 
in die definitive Lage gekommen und die Symmetrie A muB daher das 
Gitter in sich. selbst transformieren, sie muB zu einer der endlich vielen 
ganzzahligen Gruppen gehdren. Damit haben wir folgenden Satz ge- 
wonnen: 

Satz 207. In einer Raumgruppe des n-dimensionalen Raumes mit 
einer Translationsgruppe, die n unabhangige Erzeugende besitzt, bilden 
die rotativen Bestandteile eine ganzzahlige Gruppe. 

Falls es in jeder Nebengruppe der Translationsgruppe eine Ope- 
ration gibt, deren translativer Bestandteil verschwindet, so besteht die 
Gruppe aus den Translationen eines Gitters und einem Teil der zum 
Gitter gehorigen Symmetrien, die einen Gitterpunkt ungedndert lassen. 
Dies ist aber nicht immer der Fall, wie wir fiir den Fall der Ebene in 
§ 29 gesehen haben, und die Anzahl der Raumgruppen wird dadurch 
erheblich vergroBert. Wir beginnen mit einem speziellen Beispiel. 

Das monokline Gitter besitzt eine Zweierachse (A). Wir nehmen 
den Fall des nichtzentrierten Gitters. (A) besteht aus Schrauben- 
achsen, deren rotativer Teil eine Drehung von 180° ist, wahrénd die 
Schraubung aus allen Vielfachen der Elementardistanz fiir die Achsen- 
richtung besteht. Statt der Zweierachse nehmen wir jetzt eine Schrauben- 
achse mit der halben Distanz als Schraubung. Ubt man diese Ope- 
ration zweimal aus, so erhalt man eine Translation. Aus der Schrauben- 
achse entstehen durch Zusammensetzung mit den Translationen neue 
parallele Schraubenachsen, deren Schraubungskomponente in der Ele- 
mentardistanz gemessen die Linge hat: 2-+ eine beliebige ganze 
Zahl. Diese Achsen bilden zusammen mit den Translationen auch eine 
Gruppe, sie ist aber verschieden von der vorigen, denn sie enthalt 
nur Schraubenachsen mit von 0 verschiedener Schraubung und Trans- 
lationen, aber keine reinen Drehungen. Wenn wir dagegen vom zen- 
trierten Gitter ausgehen, so gibt es nur eine Raumgruppe, denn hier 
ist die Distanz zweier nachster Gitterebenen, die senkrecht: zur Achse 


15* 
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liegen, die Halfte der Elementardistanz fiir die Achse. Da die Schrau- 
bungskomponente jedenfalls die Halfte eines ganzzahligen Vielfachen 
der Elementardistanz ist, so kann sie durch eine Translation des Gitters 
weggeschafft werden. Es gibt also dret Raumgruppen, die zu der mono- 
klinen Hemimorplue gehoren. Bei einer Dreserachse kommen zwei Gitter 
in Betracht: das rhomboedrische, zu dem es nur eine Raumgruppe gibt, 
und das hexagonale, wo wir dret erhalten: die Schraubungskomponente 
kann 0, 4, $ der Elementardistanz fiir die Achse sein. Die Vierer- 
achse ergibt in derselben Weise fiir ihre zwei Gitter im ganzen 4+ 2 
Gruppen und die Sechserachse 6. 

Im ganzen gibt es 230 Raumgruppen. Ihre Aufstellung ist eine 
ziemlich miihsame Aufgabe. Sie wurde zuerst von Schdénflies gelost 
in seinem Werk Krystallsysteme und Krystallstruktur (Leipzig 1891). 
Seither hat P. Niggli (Geometrische Krystallographie des Diskontinuums, 
Leipzig 1919) diese Gruppen vollstandig durchgerechnet, die Substi- 
tutionen angegeben und die gegeniiber einzelnen derselben invarianten 
Punkte aufgesucht. Sein Buch stellt die griindlichste Untersuchung 
dar, welche jemals einem Spezialgebiet der Gruppentheorie zuteil ge- 
worden ist, und das darin enthaltene Zahlenmaterial wird fiir die alge- 
braische Zahlentheorie von ebensogroBem Wert sein wie fiir die Be- 
stimmung der Krystallstruktur. 

Die Aufstellung saémtlicher Raumgruppen iibersteigt bei weitem 
den Rahmen dieses Buches. Wir wollen uns darauf beschranken, das 
Problem analytisch zu formulieren und in die allgemeine Theorie ein- | 
zuordnen. 

Wir betrachten im folgenden nur Gruppen, deren rotativer Teil 
vollstandig reduziert die identische Darstellung nicht enthalt, und be- 
weisen den auch ohne diese Beschrankung giiltigen 

Satz 208. Es gibt nur endlich viele nichtdquivalente Raumgruppen 
des n-dimensionalen Raumes, welche n unabhangige Translationen besitzen. 

Beweis. Die rotativen Bestandteile kénnen wir als ganzzahlig an- 
nehmen, und hierfiir kommen nur endlich viele nichtaquivalente 
Gruppen in Betracht. Es mu8 nun noch gezeigt werden, daB man 
auch die translativen Bestandteile limitieren kann. Hierfiir kommt nur 
noch die richtige Wahl des Koordinatenanfangspunktes in Betracht. 
Die ganze Gruppe sei (, die Translationsgruppe &. Wir wahlen aus 
jeder ihrer Nebengruppen eine Substitution (S, s) aus, wobei S den 
rotativen, s den translativen Teil bedeutet. s ist nur bis auf beliebige 
ganze Zahlen bestimmt, die man zu seinen Komponenten addieren 
kann. S durchlauft jede Substitution des rotativen Teiles genau ein- 
mal. Die Anzahl derselben sei 4. Nun iiben wir auf einen beliebigen 
Punkt diese h Substitutionen aus und bilden den Schwerpunkt dieser 
Punkte. Zu dem Zweck haben wir die Koordinaten dieser 4 Punkte 
zu addieren und durch h zu dividieren. Da die Summe aller Matrizen 
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S verschwindet, so fallen hierbei die Koordinaten des ausgewahlten 
Punktes heraus, und wir finden fiir den gesuchten Schwerpunkt 


wa 
h S. 


Da die s nur bis auf Gittervektoren bestimmt sind, so bilden die Schwer 
punkte ein mit dem Translationsgitter ahnliches Gitter, dessen Ab- 
messungen den h-ten Teil betragen. Jede Operation unserer Raum- 
gruppe muB8 dieses Gitter in sich selbst tiberfiihren. Legen wir daher 
den Anfangspunkt in einen Schwerpunkt, so kénnen die translativen 
Bestandteile nur noch rationale Zahlen mit dem Nenner / sein, denn 
sie bilden diejenigen Punkte, welche in den Nullpunkt tbergefiihrt 
werden und miissen daher Vektoren des Schwerpunktgitters sein. 
Hiermit ist gezeigt, daB die translativen Bestandteile durch die rota- 
tiven limitiert sind, und unsere Behauptung ist bewiesen. 


Falls die Gruppe (4/Z einen Normalteiler %t/Z von der Ordnung k 
besitzt, dessen rotativer Bestandteil die identische Darstellung nicht 
enthalt, so kann man den Nenner auf & beschranken, denn man zeigt 
leicht, daB bereits die Schwerpunkte der Punktsysteme, die durch den 
Normalteiler erzeugt werden, durch alle Operationen der Gruppe in 
sich transformiert werden. Allgemein werden namlich die Schwer- 
punkte eines durch eine Untergruppe erzeugten Punktsystems durch 
die Operationen der Gruppe in solche tibergefiihrt, welche durch kon- 
jugierte Untergruppen entstehen. 


Aus dieser Bemerkung ist ersichtlich, daB im Falle des Symmetrie- 
zentrums als Nenner nur 2 auftritt. Ferner haben gerade die kom- 
pliziertesten Gruppen des R,, namlich diejenigen des kubischen Systems, 
einen Abelschen Normalteiler von der Ordnung 4, die Vierergruppe, 
so daB auch hier nur der Nenner 4 auftritt, statt 12 und 24. Diesem 
Umstand ist die relativ geringe Zahl der Raumgruppen des Rg, zu ver- 
danken. Es ist dieselbe Tatsache, welche auch die Loésbarkeit der 
Gleichungen der vier ersten Grade durch Wurzeln erméglicht. 


Reduziert man in den Substitutionen die translativen Bestandteile 
nach dem Modul der ganzen Zahlen, so bilden sie eine mit der Gruppe 
der rotativen Teile holoedrisch isomorphe Gruppe J’, und die Auf- 
suchung aller Raumgruppen einer Krystallklasse ist gleichbedeutend 
mit der Aufstellung dieser sdmtlichen nichtaquivalenten Gruppen. 
Um iiber die gruppentheoretische Natur dieses Problems vollen Auf- 
schlu8 zu erhalten, fiige man zu J’ noch die samtlichen Translationen 
hinzu, deren Komponenten rationale Zahlen mit dem Nenner / und 
echte Briiche sind. In der zusammengesetzten Gruppe J” bilden die 
Translationen einen Normalteiler und J" besteht aus den erzeugenden 
Elementen der Faktorgruppe. Das Problem besteht nun darin, alle 
Systeme von Elementen zu finden, welche die Faktorgruppe erzeugen 
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und eine Gruppe bilden. Dieses Problem ist in seiner Allgemeinheit 
noch nicht gelést. 

Man kann die Voraussetzungen noch allgemeiner fassen und zeigen, 
daB jede Raumgruppe mit endlichem Fundamentalbereich im R, gerade 
‘m unabhangige Translationen enthalt, so daB der allgemeine Satz? gilt, 
den wir fiir 7 = 2 in § 31 bewiesen haben: 

Es gibt nur endlich viele nichtdquivalente Raumgruppen des R, mit 
endlichem Fundamentalbereich. 

Hierbei hat man natiirlich im Falle der ,,zerlegbaren‘‘ Gruppen, 
insbesondere wenn der rotative Bestandteil die identische Darstellung 
enthalt, den Begriff der Aquivalenz sinngemaB zu erweitern. 


16. Kapitel. 


Die allgemeinen linearen homogenen 
Substitutionen und ihre Invarianten 
und Kovarianten’. 


§ 73. Substitutionen zweiten Grades. 


Die Komposition von Substitutionsgruppen laBt sich auf beliebige 
lineare homogene Substitutionen, also auf beliebige quadratische Matrizen 
unmittelbar ausdehnen und es ist interessant, die Reduktion der so 
entstehenden Matrizen zu untersuchen, weil sie sich auf alle endlichen 
Substitutionsgruppen ohne weiteres erstreckt. 


Wir beginnen mit den Substitutionen des zweiten Grades und be- 
zeichnen die allgemeine Matrix mit 


(iar 
wr 


Die Koeffizienten x, A, uw, v kénnen als Variable im algebraischen Sinne 
aufgefaBt werden oder aber als Variable, welche alle Zahlen eines be- 
liebigen K6érpers durchlaufen. Die Matrizen bilden keine Gruppe, aber 
fiir die Fragen nach der Reduktion kommt das nicht in Betracht. Fiir 
das folgende miissen wir voraussetzen, daB der Korper, den wir zugrunde 
legen, unendlich viele Elemente enthalt (vgi. Satz 209). 

Um aus I" die mit sich komponierte 7? zu bilden, haben wir nach 
§ 53 zwei Systeme von Variabeln 4%, x. und ¥,, y, zu bilden und auf 
beide Systeme kogredient dieselbe Substitution J” auszuiiben, dadurch 


1 Bieberbach, L.: Uber die Bewegungsgruppen der Euklidischen Raume. 
Math. Ann. Bd. 70 (1911), S. 297 und Bd.72 (1912), S. 400. — Frobenius, G.: Uber 
die unzerlegbaren diskreten Bewegungsgruppen. Berl. Sitzgsber. 1911, S. 654. 

2 Wegen der Literatur verweisen wir auf die Darstellungen von Fad di Bruno, 
Gordan-Kerschensteiner und Weitzenbock. 
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entsteht eine Substitution 4-ten Grades. In entsprechender Weise 
ist J’ eine Substitution des Grades 2”. 
Identifizieren wir die m Variabelnpaare, so erhalten wir 
Near eR aegis Cae NT 
Diese m+ 1 Ausdriicke erfahren eine Substitution des Grades m+ 1, 
welche wir mit J’,, bezeichnen, falls wir auf x, und x, die Substitution 
I’ anwenden. Wir behaupten nun 


Satz 209. I’, ist irreduzibel, wenn der zugrunde gelegte Kérper unend- 
lich viele Elemente enthdilt. 

Beweis. f (x, x.) sei eine Form m-ten Grades, welche unter den 
Substitutionen J” nur in einen Teil der Formen iibergeht. Wir iiben 
speziell die Substitutionen der Gestalt xj = x,, x3= 64%, aus. Hierbei 
erfahren die einzelnen Terme der Form nur eine Potenz von 6 als Fak- 
tor, und zwar jeder eine verschiedene Potenz.’ Wir erteilen 6 nun m+ 1 
verschiedene Werte (hier kommt die Tatsache zur Anwendung, daB 
der Grundkoérper unendlich viele Elemente enthalten mu8). Durch 
diese Substitutionen modge f tibergehen in gp, g1,..., 2m. Diese m+1 
Formen kommen mit f im irreduziblen System vor. Aus ihnen kann 
man aber die einzelnen Terme x* x*-* von f linear darstellen nach 
bekannten Satzen, daher kommen auch sie im irreduziblen System vor. 
Nun moge speziell x7’ darunter vorkommen. Dann liegt auch (x, + x2)” 
darin, weil es durch die Substitution-xj = x, + %, x = %2 daraus hervor- 
geht, und wenn wir nun wieder das vorige Verfahren anwenden, so 
ergibt sich, daB alle Terme, d.h. alle Ausdriicke der Gestalt ae peers 
und damit alle Formen m-ten Grades im System enthalten sind. Ist 
x™ kein Term von 7, so kommt jedenfalls ein Term der Gestalt x} xg*-* 
darin vor, und wenn man die Substitution xj = %, *3 = x, + x2 austibt, 
so erhalt man eine Form, welche x7 enthalt. 

Satz 210. Es gilt die Forme I, 0 = Im_1 +1 41- 

Beweis. Die Substitution I‘, ist dieselbe, welche die symmetri- 
sierten Terme in /™ erfahren, d.h. die Formen, welche man erhilt, 
wenn man diejenigen Terme addiert, welche nach der Identifikation 
der Variabelnpaare denselben Term in x, und x, ergeben. Denn diese 
symmetrisierten Ausdriicke substituieren sich nur unter sich und ihre 
Anzahl ist m-+ 1, ferner gehen sie in die Potenzprodukte tiber, sobald 
man die Variabeln identifiziert, bloB mit ganzzahligen Faktoren ver- 
sehen, indem jeder Term eine Einheit liefert. Aber diese numerischen 
Faktoren st6ren nicht, denn die entstehenden Substitutionen gehen 
durch Transformation mit einer numerischen Matrix auseinander hervor, 
sie sind aquivalent. 

Um nun J|,,/" zu erhalten, miissen wir die Ausdriicke 


m m m—1 m—1 Min) 
Hy Vy» %y Var Hy HQ Vy %y Xa Var +++» Xo Ve 
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bilden. Wieder symmetrisieren wir und bilden 


0 yg MY Meee ee 
Diese m+ 2 Ausdriicke liefern offenbar J),,,,;. Nun bilden wir noch 
die ergianzenden m Ausdriicke 


1 —2 72 


Keg Ve OG Sy TR « 
Aus ihnen hebt sich in allen Fallen die Determinante x, y.— x2 y, heraus 
und der Rest besteht aus den Potenzprodukten von I;,_. i 

Es ergibt sich hieraus, daB I’,,J’ aus [\,,,, und aus J}, besteht, 
wobei aber die Koeffizienten von J), noch mit der Determinante 
%, Vg—%gy, multipliziert werden ‘miissen. 

Man findet nun leicht folgende Zerlegungsformeln, wobei J7= I 
gesetzt ist und I) die identische Darstellung bedeutet, d.h. Produkte 
aus Determinanten der Variabelnpaare, welche sich nur mit Potenzen 
der Substitutionsdeterminante multiplizieren: 


m _. ym—1 m— 
{4 ymmm Ct DL Ag SA ea 


Dee at 

Efron a Lae a a8 

Tica iu Ge Deel 
FPO fA nN RON 3 
Rie 5 PORE eae 


RG D6T, psn hE 


Die Koeffizienten hangen mit den Binomialkoeffizienten zusammen, 
brauchen aber nicht allgemein angegeben zu werden, dagegen notieren | 
wir den 

Satz 211. I” enthdlt vollstindig reduziert nur die Bestandteile I,,,. 
Ist n gerade, so kommen nur die Bestandteile I, mit geradem Index m 
vor, ist n ungerade, dann nur diejenigen mit ungeradem Index. Invarianten 
enistehen nur durch Multiplikation von Determinanten der Variabeln- 
paare, kommen also nur bet geradem n vor. 

Dieser Satz deckt den Grund fiir die sog. symbolische Methode auf. 
Sie besteht darin, daB man zuerst J” bildet und dann weiter reduziert. 

Um nun die Kovarianten zu bilden, betrachten wir eine bindre Form 
m-ten Grades ° 


f (%1, %2) = ay xT + ay xy 1 xy ++ + ay 29. 

Ubt man auf die Variabeln x, und x, die Substitution I’ aus, und 
ordnet man nachher, so erhalt man abgesehen von numerischen Koeffi- 
zienten dasselbe Resultat, wie wenn man auf die Koeffizienten ap, 
@,,..., 4, die transponierte Substitution [7 ausgeiibt hatte. Macht 
man diese letztere Substitution riickgangig, d.h. aber, iibt man auf 
die Koeffizienten die zu [°,, adjungierte Substitution J%, aus, so erhalt 


man die urspriingliche Form wieder. Hieraus ergibt sich die allgemeine 
Definition der Kovariante: 
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Definition. Es sei eine Form der Variabeln x, und x, gegeben, 
deren Koeffizienten Formen eines festen Grades in den dp, a,..., Gy 
sind. Bleibt die Form ungedandert, falls man auf die Variabeln x, und x, 
die Substitution J" und gleichzeitig auf die ap, a,..., a, die Substitu- 
tion I, anwendet, so heiBt die Form eine Kovariante von f (x, x9). 

Offenbar ist trivialerweise { selbst eine Kovariante von sich. Im 
allgemeinen interessieren die Koeffizienten mehr als die Variabeln, 
es ist darum bequemer, die Rollen zu vertauschen, indem man auf die 
Koeffizienten die Substitution J',, auf die Variabeln dagegen die zu 
I adjungierte anwendet. 

Unter einer Invariante versteht man eine Form der Koeffizienten 
Qo, 4, +--+, Gm, Welche bei der Substitution J‘, nur eine Potenz der Sub- 
stitutionsdeterminante (xv—Aw) als Faktor erhalt. 

Es zeigt sich nun, daB die Auffindung der Invarianten und der Ko- 
varianten aufs engste mit der Reduktion von I),, zusammenhangt. 

Satz 212. Das Produkt I,,I\, mt m=n gibt vollstindig reduziert 
die Formel: 

(ep ee a= wey spd limes ata bot t+ Lintn—2 siete prt as 

Beweis. Wir, wenden vollstandige Induktion an und nehmen den 
Satz als bewiesen an fiir alle Zahlenpaare p, g, fiir welche f=m, gq=n 
ist. Die nach Voraussetzung giiltige Formel unseres Satzes multipli- 
zieren wir mit J’ und wenden den Satz 210 an. Wir finden so 

tes f= Lika fel dine, = ol eset 
ted yes ‘te Ret and gttiys Hes by 
Indem wir den bekannten Wert von I’, /',_; subtrahieren, ergibt sich 
die Richtigkeit der Formel fiir m,n +1. Da selbstverstandlich I, [), = 
I, I',,, so ist damit die Anwendung der vollstandigen Induktion méglich 
und der Satz bewiesen. ; 
Wir merken insbesondere die Formel an 
Pps lot Pybeee + Depee HE en. 

Aus der Formel dieses Satzes ergibt sich unmittelbar, daB J voll- 
standig reduziert eine Summe von irreduziblen Bestandteilen aus I’) 
bis I,,, enthalt, und zwar sind die Indices von derselben Paritat wie 
die Zahl mn. Wir identifizieren nun die » Variabelnreihen oder, was 
auf dasselbe herauskommt, wir bilden alle Produkte von u Koeffizienten 
AUS dp, 4,..-, 4m, deren Anzahl nach einer bekannten Formel (Kombi- 


nationen von m-+1 Variabeln zu m mit Wiederholung) = Be ist. 


Die Substitution, welche so entsteht, bezeichnen wir mit (J%,). Auch 
sie wird vollstandig reduziert eine Summe von irreduziblen Bestand- 
teilen aus der’Schar Jy,...,I°,,,, ergeben, namlich einen Teil der Be- 
standteile von Jy. Die Bestandteile der Gestalt J‘) liefern die Invarianten, 
es gibt daher soviele linear unabhangige, als der Koeffizient von I, 
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in der vollstandigen Reduktion von (1%) betragt. Natiirlich ist jede 
lineare Kombination von Invarianten des Grades ” wieder eine solche. 

Nun moge in der reduzierten Gestalt von (I\;) insbesondere I’, 
vorkommen. Dies besagt, daB man 7+ 1 Formen n-ten Grades in 
py, 4,-.-, 4, finden kann, welche die Substitution [’,, noch mit einer 
Potenz der Substitutionsdeterminante multipliziert, erfahren, wenn 
man auf die Koeffizienten J, ausiibt. Diese Formen seien mit Ag, 
A,,..., A, bezeichnet. Nun bilde man die Form 


Ao x + Ay x %e +o + A, 


Wenn man auf die Variabeln x, und x, die adjungierte zu J’ anwendet 
und gleichzeitig auf die Koeffizienten do, a,,...,a, die Substitution 
I, so erfahren die Koeffizienten A», A,,..., A, unserer Form und die 
Variabelnprodukte adjungierte Substitutionen und die Form bleibt 
daher invariant bis auf eine Potenz der Substitutionsdeterminante, 
sie ist also eine Kovariante. Falls der Bestandteil J, u-mal vorkommt, 
so erhalten wir eine u-fache lineare Schar von Kovarianten, welche in 
den Koeffizienten vom Grade u, in den Variabeln vom Grade 7 sind, 
und es ist leicht zu zeigen, daB alle Kovarianten dieser Art auf diese 
Weise erhalten werden. 

Unsere Aufgabe, alle Invarianten und Kovarianten zu itiberblicken, 
ist also darauf zuriickgefiihrt, (I\%) vollstandig zu reduzieren und die 
Anzahl der Bestandteile zu berechnen. Dies 1a8t sich nun auf elemen- 
tare Abzahlungen zuriickfiihren. Vor allen Dingen muB8_ berechnet 
werden, mit welcher Potenz der Substitutionsdeterminante sich eine 
Kovariante bei der Substitution multipliziert. Die Form médge den 
Grad r in den Variabeln und den Grad in den Koeffizienten ap, ay, ..., Gm 
haben wie bisher. Die Substitution (I), welche auf Ao, Ay,..., A, 
ausgeiibt wird, hat in den Substitutionskoeffizienten den Grad mn, 
diejenige auf die Variabeln den Grad —1, daher auf die Variabelnprodukte 
vy-ten Grades den Grad —yv. Zusammen wird nach der Substitution 
unsere Form den Grad mn—~yr in den Substitutionskoeffizienten haben. 
Nun miissen sich aber diese GréBen als Faktor in Gestalt einer Potenz 


der Substitutionsdeterminante herausheben und diese Potenz ist daher 


ae Hieraus ergibt sich, in Ubereinstimmung mit friiher, daB 7 


dieselbe Paritat mit mn haben muB, denn diese Potenz ist eine ganze Zahl. 
Um nun die Abzahlung auszufiihren, geniigt es, von einer Substi- 


: 1 ; : 
tution der Gestalt i: auszugehen, deren Determinante D ist. Unter 


der hieraus entstehenden Substitution J’,, erfahrt der Koeffizient a; 
den Faktor D‘. Damit werden wir darauf gefiihrt, fiir die Koeffizienten- 
produkte ein Gewicht einzufiihren. Allgemein erfahrt der Ausdruck 


OM 7% Sm 
a Ayr oe aD 
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den Faktor D®, wo g das Gewicht des Termes heiBt und folgenden Wert hat 
G=l-at2-agt-e: + may. 

Die Summe a%+0,+:-:+.«,,=%m ist der Grad des Termes. Wir 

merken an, daB das Gewicht g eine Zahl ist, welche sich additiv aus 

n Zahlen der Reihe 0,1, 2,...,m zusammensetzt. Es gibt soviele 

Terme des Gewichtes g, als es Zerlegungen der Zahl g in m Zahlen von 0 

bis m gibt. Diese Zahl bezeichnen wir mit Z (m,n, g). 

Wir betrachten nun den Fall, daB mn eine gerade Zahl 2M ist. Aus 
einer Invariante muB sich die M-te Potenz der Substitutionsdeter- 
minante herausheben. Sie ist daher eine Summe von Termen des Ge- 
wichtes M. Gehen wir zur Kovariante des Grades 2 tiber. Sie sei 
Ag x7 + Ay x, %. + Ay x8. Bei der Substitution wird x, nicht gedndert, 
%, dagegen durch D dividiert. Nun muB sich nach der Substitution 
die (M—1)-te Potenz von D herausheben. Daher ist Ay vom Gewicht 
M—1, A, vom Gewicht M und A, vom Gewicht M+ 1. Man sieht 
schon, wie es bei den hdheren Kovarianten weitergeht, und wir finden, 
daB jede Kovariante genau eine Form des Gewichtes M liefert, nam- 
lich den Koeffizienten des mittleren Gliedes. Die Anzahl der linear 
unabhangigen Formen des Gewichtes M ist Z (m,n, M). Setzen wir nun 

(i) = Cy ly + Cole to ° > + Cmal mm 
so erhalten wir 
Coteg ti + Cnn =Z (m,n, M). 
Nun liefern aber die Bestandteile I, I,,..., [mn je eine Form des 
Gewichtes M—1, namlich den Koeffizienten des Gliedes vor dem mitt- 
leren Glied. So erhalten wir die weiteren Gleichungen 
Cot eg ters toy, =Z (m,n, M—1) 
Ceter ton, =Z (m,n, M—2) 
Che Z(t, at, Oe. 
Daraus erhalten wir die Gleichungen 
Co = Z (m,n, M)—Z (m,n, M —1) 
Cop = Z (m,n, M —k)—Z (m,n, M—k—}). 
Statt die Formen des Gewichtes M—J1 zu betrachten, hatten wir 
diejenigen des Gewichtes M +1 nehmen konnen, namlich die Koeffi- 
zienten, die sich in den Kovarianten rechts an das mittlere Glied an- 
schlieBen. So wiirde sich dasselbe Formelsystem ergeben, nur da8 rechts 
Z (m,n, M +k) statt Z (m,n, M—R) stande. Aber diese beiden Zahlen sind 
gleich, denn zu einer Darstellung der Zahl M — k als Summe von  Zahlen 
der Reihe 0 bis m gehdrt eindeutig eine solche der Zahl M++-k. Man 
hat nur jeden Summanden s durch m—s zu ersetzen. So ergibt sich 
nach dem Grundprinzip der Mengenlehre die Gleichung 
Z (m,n, M—k) =Z(m,n,M +). 
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Satz 213. (Reziprozitdtsgesetz von Hermite.) Im Sinne der Zerlegung 
in trreduzible Bestandteile gilt (I'™) = (I). Eine bindre Form m-ten 
Grades hat gleichviele Invarianten und Kovarianten des Grades n in den 
Koeffizienten, wie eine bindre Form n-ten Grades Invarianten und Ko- 
varianten des Grades m in den Koeffizienten besitzt. 

1. Beweis. Auch hier begniigen wir uns fiir den Beweis mit dem 
Fall, daB mn eine gerade Zahl ist, da der andere Fall genau gleich be- 
handelt wird. Wir setzen 


(In) =Col go teed eto t+emnlinn (Un) = Fol ot delet °'' + onn Lm n 
und erhalten 

Co, = Z (m,n, M —k)—Z (m,n, M—k—1) 

do, = Z (n,m, M—k)—Z (n,m, M—k—1). 
Nun gilt aber die allgemeine Formel Z (m,n, g) = Z (n,m, g). 

Es geniigt, den Beweis an einem einfachen Beispiel zu erlautern. 
Eine Zerlegung der Zahl 10 in drei Summanden von 0 bis 4 ist z. B. 
10=3+3-+44. Wir schreiben 

3=1+4+141 

3=1+4+1+4+1 

4=1+41+4141. 
Wir addieren nun die Zahlen der vier Spalten und erhalten die Zer- 
legung von 10 in vier Summanden von 0 bis 3, namlich 10 =3 4+ 3+3-4 1. 
Auch hier ist die Zuordnung umkehrbar eindeutig und die beiden An- 
zahlen sind daher gleich. 

2. Beweis. Dieser Beweis schlieBt sich an denjenigen von Hermite 
an. Wir bilden die Form m-ten Grades 

(4 Hy + Oy %p) (4 Hy + Oy %y) +> (A Xy + Oy Xe) = & (Hy, Xe) - 

Ubt man auf die Variabeln x, und x, die adjungierte Substitution zu 
I aus, so erfahren die Koeffizienten dieser Form J",,. Nun sind diese 
aber die elementarsymmetrischen Funktionen von «, a ,..., &», jede 
noch mit einer solchen Potenz von a multipliziert, daB das Aggregat im 
ganzen den Grad m erhalt. Diese m+ 1 Koeffizienten sind nun nicht nur 
linear, sondern absolut unabhangig. Wir konnen daher (J°,) bilden, indem 
wir aus ihnen Terme n-ten Grades (in den Koeffizienten von g) bilden. 
Was man so erhalt, ist die Gesamtheit aller symmetrischen Funktionen 
VON 04, %,.. +, %,, Welche in der einzelnen Gr6Be «; héchstens den Grad m 
haben. Jede dieser Funktionen ist durch Multiplikation mit einer ge- 
eigneten Potenz von a so zu normieren, daB der Gesamtgrad mn wird. 
Hiermit ist (1%) charakterisiert. 

Um nun (/%") zu bilden, verfahren wir anders. Wir bilden aus a, « 
die Terme n-ten Grades a”~'xi. Sie erfahren unter J” die Substitution 
I,.. Nun bilden. wir zuerst J”, indem wir m solcher Paare wahlen. 
Hierbei diirfen wir die erste der beiden Variabeln, a, ungedndert lassen 
und ersetzen die zweite «, allgemein durch «,. Denn fiir Reduktionen 
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kommt allein in Betracht, daB die Variabelnreihen algebraisch unab- 
hangig sind und dazu geniigt die Anderung von «,. Um jetzt (1%) zu 
bilden, miissen wir die Variabelnreihen symmetrisieren. Auf diesem 
Wege erhalten wir aber wieder genau alle symmetrischen Funktionen 
VON 4,..-,%, Welche in den einzelnen Variabeln héchstens bis zum 
n-ten Grade aufsteigen, erganzt durch geeignete Potenzen von a. Die 
Gruppen sind daher auf die gleiche Art zu definieren und darum aquivalent. 

Als weitere Aufgaben der Invariantentheorie lassen sich nennen: 
die explizite Ausfiihrung der Reduktion von I; und damit die tat- 
sachliche Herstellung der Invarianten und Kovarianten, ferner die 
Untersuchung der Beziehungen. Multipliziert man zwei Kovarianten 
vom y-ten und s-ten Grade, so erhalt man eine Kovariante vom’ Grade 
7 +s; hier wird der Fundamentalsatz bewiesen, daB es nur endlich 
viele wesentlich verschiedene Invarianten und Kovarianten gibt. Alle 
andern driicken sich durch sie ganz und rational aus. Zum Beispiel 
besitzt (7, nur die eine Invariante 4ac—b6? und sich selbst ax}? + 
bx, x, -+c¢x% als Kovariante. In der Tat findet man als Kovarianten 
vom Grade 2 aus ihnen unmittelbar die folgenden 


Dt Dest. se Goxe ae : 
Daraus ergibt sich, daB (I7”) jedenfalls die Bestandteile /9, ly, ..., 1°, ent- 
halt. Addiert man aber die Grade, so ergibt sich rechts (2”-+ 1) (n+ 1) 
2n-+ *) 


und dies ist wiederum der Grad von (I7?”), namlich ( on 
Hieraus und mit Hilfe von Satz 213 erhalten wir 
Satz 214. Es gelten die beiden Formeln, welche die in den Koeffizienten 


quadratischen Kovarianten der bindren Formen liefern 


(I3',) Se Beet ee Re Be 
Consi)? = Le + £6 +°:: ed dita 
Diese Relationen liefern z. B. fiir n=1: (5)? =1,+I]5. Hier ist 
I, trivial, némlich das Quadrat der bindren kubischen Ausgangsform, 
aber I’, ist mcht trivial. Es zeigt, daB eine quadratische Form, deren Ko- 
effizienten quadratisch in denjenigen der Ausgangsform sind, Kovariante ist. 
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Ist J” eine Substitution in m (>2) Veranderlichen, so ist die Theorie 
noch nicht so weit gefiihrt, wie im Falle m= 2. Dagegen kénnen alle 
irreduziblen Bestandteile von J” angegeben werden mit Hilfe der Charak- 
tere der symmetrischen Gruppe von ” Variabeln. Wir haben hier 7 Reihen 
von je m Variabeln zu verwenden, auf die wir kogredient J’ ausiiben. 
Die Reihen seien %;, ;, z;,...(¢=1,2,...,m), der allgemeine Term 
%q Vp %,..., Wir k6nnen ihn charakterisieren durch das geordnete System 


1 Vgl. I. Schur: Dissertation 1901.— Weyl, H.: Math. Z. Bd. 23, S. 271. — Schur: 
Berl. Sitzgsber. 1927, S. 58. — van dey Waerden: Math. Ann. Bd. 104, S. 92. 
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er n Indices (a, b,c,...). Wir nennen zwei Terme vom gleichen Ge- 


wicht, wenn ihre Indices a,6,c,... in ihrer Gesamtheit, aber nicht 
notwendig in ihrer Anordnung tibereinstimmen. 
Wir denken uns nun einen Term mit den m Indices a, b,c,... ge- 


geben und tiben auf die Indices eine beliebige Permutation der symme- 
trischen Gruppe von ” Variabeln aus. Hierbei kommt es nur auf die 
Stelle an, wo ein Index steht, nicht auf seinen Zahlenwert. Zum Bei- 
spiel wird die Vertauschung (1, 2) bedeuten, da8 die Indices von x und y 
vertauscht werden, gleichgiiltig, welchen Wert sie haben. Sind sie gleich, 
so wird die Permutation den Term nicht andern. Nur diejenigen Terme, 
deren Indices.” verschiedene Zahlen sind, werden bei den Permutationen 
in n! verschiedene Terme iibergehen, die andern werden bei einer ge- 
wissen Untergruppe sich reproduzieren. 

Die grundlegende Eigenschaft besteht nun darin, daB8 die Indices- 
permutation und die kogrediente Anwendung von J’ auf die » Variabeln- 
systeme vertauschbare Operationen sind. Zum Beweis bezeichnen wir 
die Matrix J’ mit (« (i, k)), woe 7 und & die Zeilen und Kolonnen be- 
stat one und von 1 bis ” laufen. Durch J" geht x, y,2,... tiber 
in >a a (0, ae ..%q Vprs.-, WO die Summe rechts iiber alle 
m* ee a’,b’c’,... lauft. Uben wir nun eine Permutation 
auf unsern. Term aus und machen wir nachher die Substitution, so 
haben wir in der Summe auf die ersten Indices in den Koeffizienten 
a (a,a’)a(b, bd’)... die Permutation auszuiiben. Denken wir uns dagegen 
erst nach der Substitution die Permutation ausgeiibt, so wird der Term 
%q Vy... den Koeffizienten « (a, a’’)a (b,b’’)... erhalten, bei dem 
a’,b’,... aus a”, b”,... durch die Permutation hervorgeht. Das Pro- 
dukt andert sich nicht, wenn wir die Koeffizienten so permutieren, 
daB die zweiten Indices wieder in die Reihenfolge a’, b’,... gelangen. 
Dadurch wird aber die erste Reihe a, 6,... gerade die Permutation 
erfahren. 

Nun sei f irgendeine Form n-ten Grades, die in jedem der ” Variabeln- 
systeme %, y, z,... linear ist, also eine Summe von Termen mit numeri- 
schen Koeffizienten, wie wir sie bisher betrachtet haben. Ferner sei 
és ein Element der symmetrischen Gruppe von » Variabeln. Wir ver- 
stehen unter es/ die Form, welche aus / entsteht, wenn wir in jedem 
Term von / auf die Indices die Permutation es anwenden. Ferner sei 
allgemein 

(Qpég + 4ge4+°'')f=ageeft+agegft+-r:, 


wo die as Zahlen sind. Die allgemeine Gruppenzahl e = >’ ase; wird so 
6 


ein Operator und es gilt allgemein, daB die Anwendung eines Operators 
auf eine Funktion und die Ausiibung der Substitution J” kogredient 
auf alle m Variabelnsysteme in / vertauschbare Operationen sind. Uben 
wir auf die Form ef die Operation e’ aus, so entsteht die Form ee’f 
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wobei wir ee’ nach den Regeln der Multiplikation von Gruppenzahlen 
zu bilden haben. Damit sind wir nun in der Lage, die Reduzierung 
der regularen Darstellung zu verwenden. 


Wir nehmen die Gruppenzahlen ¢,;, ¢5;,..., €,; aus Satz 162, welche 
einer Spalte einer irreduziblen Darstellung entstammen, und _ bilden 
die Gesamtheit aller Funktionen a, 0); f + 4,0; f+::-+a,¢,; f. Mit 
je zwei Formen ist auch jede lineare Kombination im System enthalten. 
Ubt man auf sie die Operation ¢;; aus, so reproduzieren sie sich bis auf 
einen Faktor. Nehmen wir dagegen eine andere Spalte derselben irre- 
duziblen Darstellung oder eine Spalte einer andern Darstellung, so ergibt 
die Operation ¢;; stets 0, so daB die vy!) + 7 + ----+ 4 Systeme, die 
man so erhalt, zueinander fremd sind. Bei der Substitution J” werden 
die Formen eines jeden dieser Systeme nur unter sich transformiert, 
womit die Reduktion von /™” geleistet ist. Denn durch die Systeme 
laBt sich additiv jede Form f darstellen, weil sich eg, additiv durch die 
Operatoren darstellen 14Bt. Es muB jetzt noch gezeigt werden, daB 
die Teilsysteme irreduzibel sind, wobei wir freilich voraussetzen miissen, 
daB die Koeffizienten von [’ entweder als freie Variable oder als Zahlen 
eines unendlichen Zahlkorpers (d.h. nicht eines Galoisfeldes) ange- 
sehen werden. 


Wir denken uns die Terme %,,z,... in irgendeiner Weise ange- 
ordnet und iiben auf sie eine lineare Substitution mit den Koeffizienten 


GRE. Ciena, WO w or) 


aus. Die Substitution ist dann und nur dann mit allen Permutationen 
der Indices (den Operatoren der symmetrischen Gruppe) vertauschbar, 
wenn die Koeffizienten sich nicht andern, sobald man auf a,0,c,... 
und a’, b’,c’,... kogredient dieselbe Permutation anwendet. In unserem 
Falle von J™ ist 


CHAO pO ee 2510, KC tars Ji? GG) (0,0 ANC, Cie e-. 


und die Eigenschaft. ist erfiillt, weil es sich nur um eine Permutation 
der Faktoren im Produkt handelt. Aus unsern Voraussetzungen tber 
die Koeffizienten « (7, k) folgt, daB zwischen verschiedenen Produkten- 
der rechten Seite keine linearen Beziehungen bestehen. Sie sind linear 
ebenso unabhangig, wie die c auf der linken Seite. Die vollstandige 
Reduktion von J”, die ja nur von linearen Beziehungen abhangt, ist 
daher genau dieselbe wie diejenige der Matrix der c. 


Wir betrachten nun speziell das System, das durch die Operatoren 
Ci Cor ++» S51 erzeugt wird und stellen es durch eine Basis dar. Uben 
wir auf die Basis eine ganz beliebige lineare Substitution aus, so erhalten 
wir wieder GréBen desselben Systemes und diese generelle lineare Sub- 
stitution ist irreduzibel. Auf die Basisfunktionen tiben wir der Reihe 
nach die Operatoren Cy, C13,...,¢,, aus und erhalten offenbar jeweils 
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eine Basis des zugehorigen Systems. Die allgemeine lineare Substi- 
tution soll nun kogredient auf alle diese y Basen ausgetibt werden. Dann 
erhalten wir eine Substitution, welche mit allen Operatoren vertausch- 
bar ist. Denn entstammt der Operator dem eben verwendeten System, 
so erfahrt ja die Basis nach der Operation wegen der Kogredienz 
dieselbe Substitution wie vorher. Entstammt der Operator aber einer 
andern Darstellung der symmetrischen Gruppe, so ist das Resultat 
stets 0. Gehen wir wieder zur ersten Basis zuriick und tiben wir J’ aus, 
so erhalten wir offenbar eine lineare Substitution von spezieller Art, 
aber sie kann nicht reduzibel sein, sonst miiBte auch die generelle Sub- 
stitution nach der obigen Bemerkung linearen Beziehungen geniigen, 
was sie nicht tut. Damit ist unsere Behauptung in allen Teilen erwiesen. 


17. Kapitel. 
Gleichungstheorie. 


Die Gruppentheorie ist nach Lagrange die ,,wahre Metaphysik“ 
der Gleichungen. Aber umgekehrt ist auch zu sagen, daB ihre Satze 
durch die Ubertragung auf algebraische Gleichungen haufig an FaB- 
lichkeit gewinnen, ahnlich wie die Geometrie dem Verstandnis der 
Analysis hilft. In noch viel hdherem MaB gilt dies von der die Algebra 
verfeinernden Zahlentheorie. Diese bildet streckenweise eine beinahe 
unzertrennbare Einheit mit der Gruppentheorie. Dies soll in der folgenden 
kurzen Ubersicht gezeigt werden. 


§ 75. Die Lagrangesche Gleichungstheorie. 


Ein System von Zahlen oder Funktionen bildet einen Kérper, 
wenn die vier elementaren Rechnungsoperationen Addition, Subtrak- 
tion, Multiplikation und Division angewendet auf zwei Individuen des 
Systems nur solche Zahlen oder Funktionen ergeben, die bereits im 
System vorkommen. Hierbei ist die Division durch die Null auszu- 
nehmen. 

Wir gehen aus von der Gesamtheit aller rationalen Funktionen 
der n Variablen 4%, %),...,%,. ‘Als numerische Koeffizienten lassen 
wir in diesem Paragraphen alle reellen und komplexen Zahlen zu. 
Diese Funktionen bilden einen Korper, den wir mit K_ bezeichnen. | 
Diejenigen Funktionen aus K, welche bei samtlichen Permutationen 
der » Variablen ungeadndert bleiben, bilden einen K6rper, den wir mit 
S bezeichnen, er ist ein Teilkérper oder Unterkérper von K, da jede 
seiner Funktionen in K vorkommt. Die algebraische Beziehung zwischen 
S und K aufzudecken ist unsere Aufgabe. 

Eine Funktion aus S heiBt eine symmetrische Funktion der n Varia- 
blen und sie kann als rationale Funktion der u elementarsymmetri- 
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schen Funktionen dargestellt werden. Fiir spater ist hier noch hinzu- 
zufiigen, daB8 die Koeffizienten rationale Zahlen sind, wenn die Funk- 
tion aus S rationale Koeffizienten hatte. Wir bezeichnen die m! Per- 
mutationen der Variablen mit E,A,... und die ganze symmetrische 
Gruppe mit ©. Die Gesamtheit aller Permutationen, welche eine 
Funktion aus K ungedndert lassen, bilden eine Untergruppe von G&. 
Man sagt dann, die Funktion gehért zu dieser Untergruppe. Ist 


f(x,,.-., %,) eine Funktion aus K, so bezeichnen wir diejenigen Funk- 
tionen, die aus ihr durch die Permutationen £, A, B,... entstehen, 
mit fe =f,f4,fp,-.-- Sie heiBen die zu f konjugierten Funktionen 


und geniigen einer Gleichung vom Grade n!, deren Koeffizienten A 
metrische Funktionen sind, namlich 
Gye 14) fp) =O" 
Wenn / zur Untergruppe § von © gehort, so kann man f auch mit 
fs bezeichnen. Ist 
S=$+65,+-°°+95S,, 
so sind bloB y der mit f konjugierten Funktionen voneinander ver- 
schieden, namlich in leicht verstandlicher Bezeichnungsweise die Funk- 
tionen 
le lese G Sse 
Sie geniigen im Korper S einer Gleichung vom Grade 7. 
Es gilt nun der 
Satz 214. Wenn f zu der Untergruppe © gehort, so laéBt sich ede 
Funktion y aus K, die bet den Permutationen von % ungedndert bleibt, 
darstellen als ganze Funktion von f mit Koeffuzienten aus S. Der Grad 
dieser Funktion von f kann immer auf r—1 erniedrigt werden. 
Beweis. Man bildet nach Lagrange folgenden Ausdruck 


y 
(1s) fos)" ty) (78 yet rae 


=G(t). 


G(t) ist eine ganze Funktion (r—1)-ten Grades von ¢t, deren Koeffi- 
zienten symmetrische Funktionen der » Variabeln x sind, d.h. G liegt 
in S. Dasselbe gilt von 
H(t) = (t—fs) (—fgs,) °°. 

Setzt man nun ¢ =f, so folgt 

Gif) 

mmeHtA(fN 
Multipliziert man Zahler und Nenner mit dem Produkt 


Miss) 2 Uss).* 2 Uss) 
so wird der Nenner eine symmetrische Funktion und der Grad des Zahlers 
kann mit Hilfe der Gleichung, der f in S geniigt, mindestens auf 7— 1 
herabgesetzt werden. 
Speiser, Gruppentheorie. 3. Aufl. 16 
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Satz 215. Zu jeder Untergruppe gehért ein U ei aa von K, der 
S enthdlt. 

Beweis. Die Funktion - 

Mt 2@x%yet+3x%zteos+nx%y,=y 
gehért zu E, daher laBt sich jede Funktion aus K als ganze Funktion 
vom Grade m!—1 von y mit Koeffizienten aus S darstellen. Ist nun 
© irgendeine Untergruppe von ©, so bilde man das Produkt 
H aS 

von y mit den Linearformen, die durch die Permutationen von § dar- 
aus hervorgehen. Diese Funktion gehért zu § und erzeugt den zu § 
gehorigen Korper. 

Satz 216. Auer den zu den verschiedenen Untergruppen von © 
gehorigen Korpern gibt es keine wetteren Unterkérper von K, die S enthalten. 

Beweis. Wenn ein K6rper zwei Funktionen enthalt, die zu den 
Untergruppen § und & gehéren, so enthalt er auch eine solche, die 
zum Durchschnitt D von § und & gehort. Wir kénnen namlich die 
beiden Funktionen als Formen, z. B. als Produkte der y, annehmen 
und bezeichnen sie mit f und g. Alsdann bilden wir den Ausdruck 

ae 

wobei a eine ganze positive Zahl bedeutet, die so groB ist, da8 der 
Grad von g* gréBer ist als derjenige von f. Bei jeder Permutation 
auBerhalb von ® dndert sich mindestens einer der Summanden, und 
in der Summe kénnen sich die Anderungen wegen der Verschieden-_ 
heit der Grade nicht aufheben. Also gehért 4 zu D. Nun gehort in 
einem beliebigen K6érper zwischen S und K jede Funktion zu einer 
bestimmten Untergruppe von &, und es folgt aus dem eben Bewiesenen, 

da8 der K6érper auch eine Funktion enthalt, die zu dem Durchschnitt 
aller dieser Untergruppen gehort, d.h. unser Korper ist identisch mit 
dem zu diesem Durchschnitt gehérigen Korper. 

Ersichtlich ist die Aufgabe, die algebraische Beziehung des Korpers K 
gegeniiber dem Korper S zu bestimmen, identisch mit dem Problem 
der Auflésung der allgemeinen Gleichung m-ten Grades. Der gewaltige 
Fortschritt, den Lagrange erreicht hat, besteht in der vollen Ubersicht, 
die man iiber die einzelnen Etappen des Weges gewinnt; daB man 
nicht direkt auf die Wurzeln lossteuern muB, sondern da8B man andere 
Gr6éBen des Koérpers zu Hilfe nehmen kann, ist bereits im Ansatz der 
Tschirnhausenschen Transformation enthalten; seit Lagrange wei8 man 
aber, welches die Hilfsfunktionen sind, die zum Ziele fiihren k6nnen. 
Die Gruppentheorie ist die ,,wahre Metaphysik‘‘ des Problemes. 

Wie Lagrange seine Erkenntnis auf die Gleichungen 3. und 4. Grades 
angewendet hat, ist allgemein bekannt und in jedem Lehrbuch der 
Algebra nachzulesen, wir verzichten auf eine Reproduktion. Dagegen 
soll einiges iiber die sog. Lagrangeschen Resolventen hier Platz finden. 
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Satz 217. Kennt man den zu einer zyklischen Untergruppe § von 
der Ordnung h gehorigen Korper, so laBt sich der ganze Kérper durch die 
Auflosung einer reinen Gleichung vom Grade h bestimmen. 

Beweis. Bei der zyklischen Gruppe mége die Variable x, iiber- 
gehen in %, %3,..., x,. Man bezeichne mit ¢ die Zahl 

eh 
und bilde die Ausdriicke 
Vem Aye Ag to ee OO (pte 1 2 Ble 
Bei der zyklischen Permutation erhalt y; den Faktor e’. Daher bleiben 
die h-ten Potenzen bei $ ungedndert und lassen sich rational -bestimmen. 
Wir bilden nun y,, indem wir eine h-te Wurzel aus der zu § gehérigen 
Funktion y* ziehen, und erhalten dafiir h verschiedene Werte. Jetzt 


sind die iibrigen GroBen y; eindeutig durch y, bestimmt, denn die h—2 


Ausdriicke 


NN A OAD Baio Be Ve Ole 


gehéren zu §. Durch Addition aller 4 Funktionen y; findet man hx, 
und indem man fiir y, alle seine / Werte einsetzt, erhalt man die A Wur- 
zeln %1, %p,..., X,. Auf dieselbe Weise findet man die tibrigen Variablen. 

Man jeanin das Resultat von Lagrange so formulieren: Der zu einer 
zyklischen Gruppe von der Ordnung h gehorige Unterkorper enthdlt die 
h-te Potenz einer Funktion, die sich ber jeder Permutation auBer E dandert. 
Bei drei oder vier Variablen kann man nach diesem Muster von dem 
Korper der symmetrischen Funktion sukzessive bis zum Korper K 
gelangen. Aber erst Galois hat erkannt, daB diese Tatsache bereits aus 
der Beschaffenheit der Gruppe folgt. 


§ 76. Die Galoissche Gleichungstheorie. 


Fiir die weitere Entwicklung der Gruppentheorie sind von ent- 
scheidender Bedeutung die Disquisitiones arithmeticae von Gauf (1801). 
In der sectio VII werden die Kreisteilungsgleichungen behandeélt, ins- 
besondere die Gleichung 

xe = 1, 
wobei ~ eine Primzahl ist. Ihre Wurzeln lassen sich bekanntlich mit 
Hilfe der trigonometrischen Funktionen angeben. Gauf untersuchte 


ihren algebraischen Charakter gegeniiber den rationalen Zahlen. Er 
bewies, daB die Gleichung 
ge-14 yh-21..-1ytI1l=—0 
im Bereich der rationalen Zahlen irreduzibel ist, d.h. nicht in zwei 
Faktoren niedrigeren Grades mit rationalen Koeffizienten zerfallt. Ferner 
erkannte er, daB der Berechnung ihrer Wurzeln nicht das allgemeinste 
1 6* 
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Lagrangesche Problem von p—1 Variablen zugrunde liegt, sondern blog 
dasjenige mit zyklischer Gruppe von der Ordnung p—1, und fiihrte 
die Aufgabe zuriick auf die Auflésung gewisser Hilfsgleichungen von 
Primzahlgrad, deren Wichtigkeit er betonte: Summam attentionem 
merentur aequationes auxiliares, ..., quae mirum in modum cum pro- 
prietatibus maxime reconditis numeri » (hier ) connexae sunt (art. 356). 
Dies ist die von Abel und Galois haufig zitierte ,,méthode de M. Gauf". 


Abels Untersuchungen tiber Gruppentheorie fiihren ihn zu dem 
Resultat, daB jede Gleichung mit kommutativer ,,Abelscher‘‘ Gruppe 
durch Wurzelzeichen lésbar ist (Mémoire sur une classe particuliére 
d’équations résolubles algébriquement, Crelles Journ. Bd. 4 (1829) und 
Oeuvres, Bd. 1, S.478, nouvelle édition). Weitere Untersuchungen tiber 
algebraisch auflésbare Gleichungen, sowie den Beweis der Unméglich- 
keit, die allgemeine Gleichung 5. Grades algebraisch aufzuldsen, fihrt 
er ohne explizite Heranziehung der Gruppentheorie. 


Die allgemeine Idee der Gruppe einer Gleichung hat £. Galots er- 
kannt und mit wunderbarer Klarheit und Scharfe in seinem Mémoire 
sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux entwickelt. 
Diese Abhandlung vom Jahre 1830 wurde erst 1846 von Liouville in 
seinem Journal verdffentlicht (Oeuvres de Galois, S.33). Dagegen 
erschien 1832 der Brief an Auguste Chevalier, den Galois am Abend 
vor seinem Tode geschrieben hat und in dem er seine wichtigsten mathe- 
matischen Entdeckungen mitteilt. 


Es bedeutet nur eine unwesentliche Baisghesnkeuhie wenn wir im 
folgenden die Voraussetzung machen, daB die Gleichungen rationale 
Zahlen als Koeffizienten haben. Wir setzen voraus, daB wir jede ganze 
Funktion im K6rper der rationalen Zahlen in ihre irreduziblen Fak- 
toren zerlegen kénnen. Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus beweist 
man folgende Satze: 


Eine im Kérper R der rationalen Zahlen irreduzible Funktion be- 
sitzt keine mehrfachen Wurzeln. 

f(t) und g(t) seien zwei Funktionen in R mit einer gemeinsarnen 
Wurzel und f(é) sei irreduzibel, dann ist g teilbar durch f. 

Es sei eine im Korper R der rationalen Zahlen irreduzible Gleichung 
mit Koeffizienten aus R gegeben 


i(t) =0. 
Ihre Wurzeln seien 
Oey eg iP ay Ogg 
Die Gesamtheit der rationalen Funktionen der Wurzeln mit rationalen 
Zahlenkoeffizienten bilden einen Zahlkéyper K, dessen algebraische 


Natur gegeniiber dem Grundkérper R untersucht werden soll. Wir 
beweisen zunachst folgenden 
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Satz 218. Man kann n rationale Zahlen A; so bestimmen, daB die 

n! Zahlen, die aus 

A,a, + A,a,+°::+A,4,=0 
hervorgehen, indem man auf die Wurzeln a; die n! Permutationen aus- 
ubi, sdmtlich unteretnander verschieden sind. 

Beweis. Wir fassen die » GréBen A; zunachst als Variable auf. 
Ubt man auf die Wurzeln in # die Permutationen aus, so erhalt man 
n! voneinander verschiedene Linearformen der Variablen A;. Die Diffe- 
renz zweier beliebiger dieser Formen ist wieder eine nicht verschwin- 
dende Linearform und das Produkt aller Differenzen ist eine Form 
der A;, deren Koeffizienten symmetrische Funktionen der Wurzeln 
mit ganzzahligen Koeffizienten sind, d.h. die Koeffizienten sind ratio- 
nale Zahlen. Man kann nun den Variablen solche rationale Werte 
erteilen, daB die Form einen von 0 verschiedenen Wert annimmt, womit 
der Satz bewiesen ist. 

Wir verstehen unter # eine nach Satz 218 gewahlte Zahl. Es laBt 
sich dann jede Zahl des K6rpers als ganze Funktion vom (n!— 1)-ten 
Grade in # mit rationalen Koeffizienten darstellen. Statt # kann auch 
eine beliebige der m! Zahlen gewahlt werden, die durch die Permuta- 
tionen daraus hervorgehen. Wir bezeichnen sie mit =, %,..., Oy. 

Die Gleichung 

(¢—0,) (E—B,) «+ (¢— 8,1) = 0 
besitzt rationale Zahlenkoeffizienten, ste braucht aber in R nicht trre- 
duzibel zu sein. F (t) sei einer ihrer irreduziblen Faktoren, #, 3’, ..., #@-) 
seien seine Wurzeln. Infolge des Bestehens der Gleichung F (#) = 0 
14Bt sich jede Zahl a von K bereits als Funktion (g—1)-ten Grades 
von #@ ausdriicken 

K+ %O +--+ +%, 8-H. 
Jetzt ersetzt man # durch #. Die. Zahlen von K erfahren dadurch 
eine bestimmte Permutation, die durch (#,%’) symbolisiert werden 
kann. Allgemein definiert (9,9) eine Permutation, und wir wollen 
ihre Eigenschaften durch folgende Satze charakterisieren. 

Satz 219. Diejenigen Zahlen, welche bet allen Permutationen (}, 3) 
ungedndert bleiben, bilden den Korper der rationalen Zahlen. 

Beweis. Wenn 

Ce Ay ie ee eo! 
eine rationale Zahl ist, so ist 
%g = 4g = °° = x, = 0, AO) 

denn andernfalls wiirde # in R einer Gleichung vom Grade g—1 ge- 
niigen. Hieraus folgt, daB die Substitutionen (#9) ohne Einflu8 
auf die Zahl sind. Nun mége umgekehrt « bei den Substitutionen unge- 
andert bleiben. Man addiere die Ausdriicke 

a= x + xy OO 4 0-4 2, HO, 
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indem man fiir 3 alle Wurzeln J, 3’,..., 0%~") einsetzt und findet, 
daB ga und daher auch « einen rationalen Zahlwert hat, weil dasselbe 
von den Potenzsummen der # gilt. 

Nun sei 

a= % + %,0+:°-+ x, 087) 
eine beliebige Zahl aus K, ferner setzen wir 
al) — x, 4 x PO ee GU (G2 1,2,...,¢—1) 
und nennen «') die zu « konjugierten Zahlen. 
Satz 220. Es ist fiir zwei beliebige Zahlen aus K stets 
(x + B®) = af) + BO (a BO = al BO, 
Beweis. Wir setzen 
a+Bp=y ap=do 
und driicken die vier Zahlen «, 6, y, 6 durch ? aus. Dann erhalten wir 
zwei Gleichungen fiir # mit rationalen Koeffizienten. Diese miissen 
auch erfiillt sein, wenn wir @ durch eine beliebige der konjugierten 
Zahlen #) ersetzen, womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 221. Die Permutationen (8,9) bilden g Automorphismen des 
Korpers K, d.h. jede rationale Beziehung mit rationaien Koeffizienten, 
die zwischen Zahlen von K besteht, geht durch die Permutationen in richtige 
Beziehungen tiber. 

Beweis. Jede der angegebenen Beziehungen laBt sich auf die 
Gestalt bringen 

Flees Buv ns ta) S203 
wobei F eine ganze rationale Funktion der Zahlen a, B,y,... mit 
rationalen Koeffizienten ist. Indem man Satz 220 mehrere Male an- 
wendet, findet man 
Fa, 8,738. )© = Fae pepe) = 0 = 0 

Hieraus folgt, daB die konjugierten Zahlen Wurzeln derselben irre- 
duziblen Gleichung in R sind. 

Satz 222. Die Permutationen (3,9) bilden eine Gruppe, die Galois- 
sche Gruppe des Korpers K. Sie tst identisch mit der Gruppe aller Auto- 
morphismen von K. 

Beweis. Fiihrt man zwei Automorphismen nacheinander aus, so 
ist das Resultat wieder ein solcher, d.h. die Automorphismen bilden 
eine Gruppe. Da die rationalen Zahlen stets ungeandert bleiben, so kann 
# nur in eine der Zahlen #,..., #@-» tibergehen und die beliebige Zahl 

Oe = y+ rgP + 06+ + 4, 88-1} 
bleibt entweder ungedndert oder sie geht in «") iiber. Es gibt also nur 
die g Automorphismen : 
(9,9) und (8,8) (¢=1,2,...,g—4). 

Satz 223. Zu jeder Untergruppe der Galoisschen Gruppe & gehort 
ein Unterkorper, jeder Unterkorper gehort zu einer Untergruppe. 
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Beweis. Wie zu Satz 215 und 216. 

Die verschiedenen Zahlen «, «’,...,a%~"), welche aus « durch die 
Permutationen von ®& hervorgehen, sind die Wurzeln der in R irre- 
duzibeln Gleichung, welcher « geniigt. Sie erfahren unter eine transi- 
tive Permutationsgruppe. Diejenigen Permutationen, welche « unge- 
andert lassen, bilden eine Untergruppe von vom Index 7. Kérper, 
die durch konjugierte Zahlen erzeugt werden, heiBen konjugierte Kérper. 
Sie gehoren zu konjugierten Untergruppen. 

Definition. Korper, die mit ihren konjugierten iibereinstimmen, 
heiBen Galoissche Kérper. 

Satz 224. Die notwendige und hinretchende Bedingung dafiir, daB 
ein Unterkorper von K Galotssch 1st, besteht darin, daB seine Gruppe ein 
Normaiteiler von (S ist. 

Satz 225. Ist H ein Galotsscher Unterkorper, der zu dem Normal- 
teiler Nt von  gehdrt, so 1st G/N seine Gruppe in R. 

Beweis. Ist 7 der Index von %t unter , so ist y auch der Grad 
von H und seine Gruppe hat daher die Ordnung 7. Gerade so viele 
Automorphismen liefert aber die Galotssche Gruppe von Kk, denn die 
Zahlen von H bleiben bei 93t ungedndert und erfahren unter eine 
Permutationsgruppe von der Gestalt (3/9. Die Galoitssche Gruppe 
von H ist isomorph (homomorph) mit derjenigen von K. 

Die Resultate dieses Paragraphen lassen sich ohne weiteres auf 
den Fall iibertragen, daB der Grundkorper ein beliebiger Koérper R 
ist. Die Galoissche Gruppe besteht aus denjenigen Automorphismen 
von K, bei denen die GrdBen von Fk ungeandert bleiben. Man erhalt 
alle Korper zwischen R und K, indem man alle Untergruppen der 
Galoisschen Gruppe bestimmt. Zu einem Normalteiler gehéren Ko6rper, 
die in R oder relativ zw R Galoissch sind. Hier ordnet sich auch der 
Fall des vorigen Paragraphen unter. 

Satz 226. Eine Gleichung ist dann und nur dann durch Vara: 
zeichen auflosbar, wenn thre Gruppe aufldsbar 1st. 

Beweis. Jeder Kérper K, der aus R durch Wurzeloperationen 
erreichbar ist, kann offenbar folgendermaBen aufgebaut werden: Man 
zieht aus einer GroBe von R die p-te Wurzel, wobei ~ eine Primzahl 
ist, und fiigt sie zu R hinzu. Hierdurch entstehe der Kérper K,. Wir 
setzen voraus, daB R die p-ten Einheitswurzeln enthalt und finden, 
daB der neue Korper in R Galoissch ist. Sein Relativgrad ist # und 
seine Gruppe daher zyklisch und von der Ordnung ~. Mit K, verfahrt 
man gleich, selbstverstandlich kénnen Wurzeln von beliebigem Prim- 
zahlgrad vorkommen. SchlieBlich wird man K erreichen. Die ein- 
geschalteten Korper seien R, K,,..., K,1, K. Jeder Korper ist Galorssch 
in dem vorhergehenden. Daraus folgt, daB die zu ihnen gehdrenden 
Untergruppen eine Kompositionsreihe fiir @ mit lauter zyklischen 
Faktorgruppen bilden. Umgekehrt: Ist © auflésbar und bildet ©, §,, 
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Qo, ..-, By-1, E eine Kompositionsreihe, so bilden die zu dieser Reihe 
gehorigen Kérper eine Folge von derselben Beschaffenheit wie die obige 
Reihe der Kérper K, denn jeder ist Galoissch in dem vorhergehenden 
und seine Relativgruppe hat Primzahlordnung. Nach Satz 217 lassen 
sie sich also durch Wurzeln bestimmen. - 

Wenn ferner K ein Korper mit nicht auflésbarer Gruppe ist, so 
kann er nicht in einem auflésbaren Korper enthalten sein, das wiirde 
dem Satz 27 iiber die Kompositionsreihe widersprechen: in einer auf- 
lésbaren Gruppe ist jede Untergruppe und jede Faktorgruppe aufldsbar. 


§ 77. Anwendungen der allgemeinen Gruppentheorie. 


Jeder Satz der Gruppentheorie wird nun zu einem Satz itiber alge- 
braische K6érper. Wir geben hier einige Beispiele: Ein Unterkérper 
von K, der zu einer gr6Bien Untergruppe von & gehort, moge primitiv 
in R heiBen. Eine ihn erzeugende Zahl erfahrt mit ihren konjugierten 
unter der Galoisschen Gruppe eine primitive Permutationsgruppe. 
Wenn also K auflésbar ist, so ist nach Satz 98 der Grad seiner primitiven 
Unterkérper eine Primzahlpotenz. 

Wenn ein Korper einen Abelschen Unterkérper enthalt, so ent- 
halt er auch einen grdéften Abelschen Unterkérper, der alle anderen 
umfaBt, es ist der zur Kommutatorgruppe (Satz 35) gehorige. 

a sei eine GroBe, welche zu der Untergruppe  gehort und 

f() =0 | 
sei die in R irreduzible Gleichung, der « geniigt. Wie zerfallt sie in 
dem zur Untergruppe ® gehdrigen Korper? Um diese Frage zu be- 
antworten, zerlege man ® nach dem Doppelmodul (, ®). Jedem 
Komplex dieser Zerlegung entspricht ein Faktor von f, dessen Grad 
gleich der Anzahl der Nebengruppen von § in diesem Komplex ist. 
Adjungieren wir der Gleichung / (¢) = 0 eine ihrer Wurzeln «, so wird 
sich nur der Faktor t—« abspalten, falls die Gruppe der Gleichung 
(die Permutationsgruppe ihrer Wurzeln) mindestens zweifach transitiv 
ist. Im anderen Falle ergeben jeweils die unter  transitiv verbundenen 
GroBen die Wurzeln eines irreduzibeln Faktors von } (t). 

Die Methoden lassen sich ferner auf die von Galois entdeckten 
Imaginaren, die sog. Galoisfelder GF (vgl. § 18) tibertragen. Ein solches 
ist vollkommen bestimmt, wenn die Anzahl seiner Elemente, die eine 
beliebige Primzahlpotenz sein kann, gegeben ist. Das GF(p‘) enthalt 
als Unterkorper das GF(f), d.h. die Reste der ganzen Zahlen (mod 9). 
Wir beweisen, da seine Gruppe im GF (pf) zyklisch und von der Ordnung 
fist. Ersetzt man namlich jedes seiner Elemente durch seine f-te Potenz, 
so bleiben die Elemente aus GF (p) ungedndert und die Elemente dés 
GF (p') erfahren einen Automorphismus. Es gilt ja 


(a)? =aP-P und (+f)? =a? + pr, 
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letztere Gleichung deswegen, weil in der Binomialformel samtliche 
Koeffizienten auBer dem ersten und letzten durch # teilbar sind. Ist 
nun « ein erzeugendes (primitives) Element des GF (p/), so geniigt es 
im GF (f) einer irreduziblen Gleichung vom Grade f/. Wegen des Auto- 
morphismus sind die Wurzeln dieser Gleichung 


aP oh oP =u, 
Die Galoitssche Gruppe wird gebildet von den / Substitutionen 
(x,«), (a,a%),..., (a, a”), | 


Ist /=7rs, so bilden die Elemente, die bei der Substitution (, a’) un- 
geandert bleiben, den Unterkérper GF (p’). 

Die Tatsache, daB man die Galoissche Theorie der GF véollig be- 
herrscht, ist von groBter Wichtigkeit fiir die algebraische Zahlentheorie. 
Man zeigt dort, daB die Reste eines Primideals p, das in p aufgeht, ein 
GF (p') bilden. f heiBt der Grad von p. 

Diejenige Untergruppe 8 der Gruppe des Zahlkorpers, welche das 
Primideal p nicht andert, heiBt die Zerlegungsgruppe. Ubt man sie 
auf die Zahlen des K6érpers aus und reduziert (mod p), so erhalt man 
einen Automorphismus des GF(p/). Ist © die Untergruppe von 8, 
welche den identischen Automorphismus liefert, so ist & Normalteiler 
von 3 und B/% zyklisch. Z heiBt die Trdgheitsgruppe von )p und 
man zeigt leicht, daB ihr Index genau gleich f ist. Um auch & zu unter- 
suchen, die nur fiir Diskriminantenteiler von E verschieden ist, unter- 
sucht man nach Hilbert (Zahlbericht, S. 250f., vgl. ferner Spezser, Die 
Zerlegungsgruppe. Crelles Journ. Bd. 149, S.174—188) die Automor- 
phismengruppe der Reste nach hdheren Potenzen von p. Die Auf- 
gabe wird dadurch erleichtet, daB man die erzeugende Zahl der Reste 
(mod p) als unverandert durch & annehmen kann. Ist nun z eine durch 
p, aber nicht durch p? teilbare Zahl, so sind alle Reste (mod p?) dar- 
stellbar in der Gestalt 

a+ Bu, 


wobei « und # alle Reste (mod p) durchlaufen. Man erhalt nun alle 
Automorphismen von &, indem man die Anderungen von z angibt. 
Offenbar darf 2 iibergehen in jeden Rest yz, wenn nur y von 0 ver- 
schieden ist. Diese Substitutionen bilden wieder eine zyklische Gruppe 
von der Ordnung #/—1. Die Untergruppe, welche auch diese Reste 
ungedndert laBt, heiBt die Verzweigungsgruppe &. Nimmt man die 
Reste (mod p3), so sehen die Substitutionen von &% so aus: 


no>na+an?. 


Setzt man zwei solche zusammen, etwa die obige und eine zweite 
mit f statt «, so erhalt man die Substitution 


a> + (a + B) 2. 
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Die Gruppe ist also gleich beschaffen wie die additive Gruppe 
des GF (pf), d.h. sie ist Abelsch vom Typus (f, #,...) und von der 
Ordnung #/. In dieser zuletzt angegebenen Weise geht es fiir die Reste 
nach hdheren Potenzen von p fort. Es ist jedoch zu bemerken, daB 
die wirklich auftretende Gruppe & stets eine Untergruppe der vollen 
Gruppe aller Automorphismen ist. 

Die Satze iiber die Automorphismen Abelscher Gruppen finden ihre 
Anwendung in folgendem Problem der algebraischen Zahlkérper. Die 
Idealklassen bilden eine Abelsche Gruppe. Ist der Korper Galoissch 
und iibt man die Substitutionen der K6rpergruppe aus, so erfahrt die 
Gruppe der Idealklassen eine Automorphismengruppe. Man gelangt 
auf diesem Wege direkt zu der Gruppe des Klassenkérpers. Man ver- 
gleiche hieriiber die Arbeiten von Fueter, Furtwangler und Takagt. 

Die Basiseinheiten eines Galoisschen Kérpers erfahren beim Uber- 
gang zu den konjugierten in ihren Exponenten eine ganzzahlige Sub- 
stitutionsgruppe. Hier ist die Frage nach der vollsténdigen Reduzierung 
im Bereich der ganzen rationalen Zahlen von groBer Wichtighkert. 

_ Betrachtet man schlieBlich die Korper, die durch die f-ten Wurzeln 
aus Einheiten oder beliebigen Zahlen und ihren konjugierten entstehen, 
so wird man auf ganzzahlige Substitutionsgruppen (mod p) gefiihrt. 

Wir haben hier nur einige charakteristische Beispiele von An- 
wendungen der Gruppentheorie gegeben, sie mégen einen Begriff geben _ 
von dem weiten Forschungsfeld, das hier offen liegt. Etwas ausfiihr- 
licher wollen wir auf die Anwendungen der Substitutionsgruppen 
eingehen. 
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Wir gehen aus von einer beliebigen Substitutionsgruppe J° vom 
Grade » und von der Ordnung g. Ihre Matrizen seien E, A, B,..., 
S,.... Ferner sei K der K6rper aller rationalen Funktionen von 
Xy,.+-+,%,. Die numerischen Koeffizienten seien auf denjenigen Kérpei 
beschrankt, der durch die Koeffizienten der Matrizen von I” bestimmt 
ist. R sei der Unterkérper von K, dessen Funktionen ungeadndert bleiben, 
wenn man auf die Variablen samtliche Substitutionen von J” ausiibt. 

Man zeigt leicht, daB es in K Funktionen gibt, die unter den Sub- 
stitutionen g verschiedene Werte annehmen. Wiederum gehéren die 
Unterkorper und die Untergruppen zusammen. 

Das Problem, aus dem Korper R die Variablen x; und damit den 
Koérper K zu bestimmen, heiBt nach F. Klein das Formenproblem 
von I“. Falls J’ eine Permutationsgruppe ist, so haben wir das Lagrange- 

1 In der Sprache der Invariantentheorie, von der Klein in seinen diesbeziig- 
lichen Arbeiten Gebrauch machte, spricht sich das Formenproblem folgender- 
maBen aus: Es sei Fy (%,..., ¥,), Fo(%,---, %,), «++, Fy (*,~.., %,) ein volistandiges 
System bei der betrachteten Gruppe invarianter Formen. Wenn fiir diese im 
Einklang mit den zwischen ihnen bestehenden Syzygien Zahlenwerte vorgeschrieben 
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sche Problem vor uns; die allgemeinere Fassung gestattet in allen Fallen, 
das Problem zu vereinfachen. Wir zeigen das an zwei Beispielen, den 
Gleichungen 3. und 5. Grades. 

Die symmetrische Gruppe dreier Variabler laBt sich folgendermaBen 
als monomiale Gruppe 2. Grades schreiben 


alt {6.20 of OA 
s=(5 5) T=(; AL 


Sie besitzt folgende zwei Invarianten 
1, = 44: I= 4+ x3. 
Als Auflosung findet man 


3 <= 
q, I, Ty 7 
TS es und n= es yz-e. 


ein Ausdruck, der gleich gebaut ist wie die Cardanische Formel. 
Dieses Formenproblem lést jede Gleichung 3. Grades. Zum Be- 
weis bezeichnen wir die 6 Matrizen E, S, S?, 7, TS, TS? in dieser 
Reihenfolge mit A,,..., A, und ordnen gleichzeitig S die Permutation 
(x, %,a3), T die Permutation («,«,) der Wurzeln unserer Gleichung zu. 
Die Funktion /(a,, %,,%3) mdge durch die Permutationen tibergehen 
in f=f,,fy,.--,fg. Alsdann bilden wir, wie in § 58, die Matrix 
A\fi t+: +Agi,g=™M. 
Ubt man auf die «; eine Permutation aus und setzt man gleichzeitig 
M rechts mit der entsprechenden Matrix A zusammen, so bleibt M 
ungeandert, denn die Matrizen A, und die Funktionen /, erfahren 
dadurch dieselbe Permutation. Durch die Permutation der «; geht M 
in eine Matrix M, mit konjugierten Koeffizienten iiber und wir finden 
M,A=M _ oder My,=MA-. 
Daraus folgt, daB die Zeilen von M beim Ubergang zu den konjugierten 
Werten die Substitutionen der adjungierten Gruppe erfahren, d. h. 
sie sind Lésungen des zugehérigen Formenproblems. Wahlen wir fiir 
f speziell «,, so erhalten wir die Cardanische Formel: Es wird 
Te ea eta, *) 
H + ErMKH + EG, 4 +E, + Ee? au5/° 
Die beiden Funktionen 
My = % Hea. + E27 y= a, + E* A, + EM 
erfahren unter den Permutationen die Substitutionen unserer Gruppe J” 


und setzen wir sie in den Invarianten ein, so gehen diese in symme- 
trische Funktionen von a, ,%3 iiber. So wird 


werden, so sollen die zugehorigen Werte von 4%, %2,..., ¥,; bestimmt werden. — 
Neben diesem Formenproblem behandelte Klein ein sog. Funktionenproblem,; bei 
diesem werden rationale Kombinationen der F,,..., F, vom Homogenitatsgrade 


kung von E. Bessel-Hagen). 
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q, = Hy Ny = the aoe ar a2 ai (e “2 &?) (a1 %» + MX + 3 04), 

wobei ¢ + e2 =—1 ist. Ahnlich wird 
I, = x8 + x8 = 2 (a2 + «2+ 03) — 

— 3 (a2 a + a2 ag + a2 oy + 0 02 + O23 + ag af) + 120, a. arg. 
Driickt man diese Formen durch die elementarsymmetrischen Formen 
der ~ aus, d.h. durch die Koeffizienten der Gleichung 

B—ax*+bx—c=0, 
der die « geniigen, so findet man 
I,=@—3b, [,=2a®—9ab +4 27c. 

Hieraus erhalt man x, und x, und schlieBlich findet man 
3q,=atxytx, Bse—atertxt+ex,, BSag—a+ex, +8? Xo. 
Dies ist aber die Cardanische Formel. 

Wir gehen nunmehr itiber zu den Gleichungen vom 5. Grad. Be- 
kanntlich besitzt die symmetrische Gruppe einen Normalteiler vom 
Index zwei, die alternierende Gruppe, und das Differenzenprodukt ist 
eine zu dieser gehd1ige Funktion. So bleibt noch ein Gleichungs- 
problem vom 60. Grade itibrig, und seine Gruppe ist die Ikosaeder- 
gruppe, eine einfache Gruppe, die wir eingehend behandelt haben. 
Insbesondere haben wir eine Darstellung derselben in 3 Variablen 
gegeben in §59, und nach der eben angegebenen Methode muB sich 
die Gleichung durch ein Formenproblem von 3 Dimensionen lésen 
lassen. Wir geben hier die diesbeziiglichen Formeln und bemerken 
noch, daB das Problem, das wir behandeln, Gegenstand der _,,Vor- 
lesungen tiber das Ikosaeder“ (Leipzig 1884) von F. Klein ist}. 

Die Ikosaedergruppe kann durch drei Elemente erzeugt werden. 
In § 59 haben wir sie mit A, B und C bezeichnet, wir wollen aber jetzt, 
um die Bezeichnungen von Klein nicht zu verandern, die Buchstaben 
S, T und U benutzen und S statt A, T statt C, U statt B setzen. Wir 
nehmen als Darstellung J’ die adjungierte zu derjenigen vom SchluB 
des §59. Da T und U die Ordnung 2 haben, so brauchen wir ihre Ma- 
trizen nur zu transponieren. So finden wir 


ii some atiogg Ay 
5 [5 5 
] 0 0 vi ie e ie et 
CEES eet Wim oS ba Ge 
Otel y5 V5 V5 
apie ete? seret 


YS alee, hye 


1 Vgl. ferner A. Speiser: Gruppendeterminante und Korperdiskriminante. 
Math. Ann. Bd. 77 (1916), S. 546. 
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Wenn wir unter / eine beliebige rationale Funktion der 5 Variablen 
%,...,%s verstehen und die 60 Matrizen der adjungierten Gruppe 
mit A; (i=1,...,60) bezeichnen, so haben wir auf f die samtlichen 
Permutationen der alternierenden Gruppe auszuiiben und den Aus- 
druck zu bilden 

> fp Ai = M(H, - ++, %5)- . 

Falls M nicht identisch verschwindet, werden ihre Zeilen bei den 
Permutationen der Variablen die Substitutionen der Gruppe J” erfahren. 
Wir wahlen nun f in besonders geeigneter Weise, indem wir fiir sie 
eine Funktion w nehmen, die zu der durch S erzeugten zyklischen 
Gruppe gehért. Zerlegen wir die Ikosaedergruppe nach dieser Unter- 
gruppe und ihren Nebengruppen, so kénnen wir als reprasentierende 
Elemente der letzteren die folgenden 12 wahlen: 

He, TRU ia td, One be he al SX 
Fir I ist 


C= U: 


EF Oyn0 ir 
5 -(0 et | T =transponierte Substitution zu T 
O04 Exe 


60 
Nun haben wir zu bilden: .5’w;A,;. Summieren wir erst iiber die 
i=1 


5 Matrizen der zyklischen Untergruppe, so andert sich w nicht, und 
wir erhalten 


Nun tiben wi die Substitution U aus, wobei w in w’ tbergehen moge. 
Summieren wir wieder iiber die 5 Elemente S'U, wobei wm immer 
in dieselbe Funktion w’ tibergeht, so finden wir 


a0 OO 
HU=( 0 0 0). 
0 0 0 


Indem wir in dieser Weise fortfahren, erhalten wir 


how (io 27/5, t) 
HT=\| 0 0 0 


0 0 0 


=" ('° Qe 7/5 “a 
Hela se— tO 0 0 i 
0 0 0 
Die mit wm konjugierten Funktionen bezeichnen wir in der angegebenen 
Reihenfolge mit w, w’,...,@" und setzen nun 
o—w' =u,  0'—o”" =u, wo —wo) =H%y,..., 


cw) — wt) — y,, 
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indem wir die Bezeichnung von Klein (l.c. S. 154) benutzen. Man findet, 
daB nur die erste Zeile von 0 verschieden ist, und zwar lautet sie 


5 tt + ¥5 (mot m+ mt wet %), 

2/5 (ug + 4m, + E> Uy + £2 U3 + € Uy), 

S V5 (uo +e uy, + €2u, + €2 ug + &4 4). 
Diese 3 Funktionen von %,...,%,; erfahren also bei den Vertau- 
schungen der alternierenden Gruppe die ternaren Ikosaedersubstitu- 


tionen. Indem wir sie noch durch 5 dividieren, bezeichnen wir sie mit 
Ay, Ay, Ag und erhalten 


Ag: V5 = Ug Y5+Uy+ m+ Ut tet my, 
A, V5= 2 (up + e8u, + Bu, + €2 ug +e U4), 
Boy) ie 2 (uy + eu, + 6? u_ + eu, + €4 U4). 

Hiermit sind wir jedoch noch nicht zu Ende, sondern wir kénnen 
eine weitere Tatsache benutzen, namlich, daB sich die Ikosaedergruppe 
auch als lineare gebrochene Substitutionsgruppe einér Variablen dar- 
stellen 1aBt. Projiziert man die Ikosaederdrehungen stereographisch 
auf die komplexe Zahlenebene, so erhalt man sie. Eine leichte Uber- 
legung, die man bei Klein (a. a. O. S. 39) nachlesen kann, gestattet, sie 
herzustellen. Wir schreiben sie gleich in homogener Form auf, indem wir 
z= x/y setzen und die Determinanten so normieren, daB sie alle =1 
werden. Hierdurch sind die Matrizen bis auf das Vorzeichen bestimmt 


Ree eh gt 
+63 0 V5 yb 
S= T= 
O +¢é2 Pe oat ge rae 
Vo, POO ye 
ied On Sel 
v=(, ie 4 


Die 120 Substitutionen bilden eine Gruppe, welche einen Normal- 


a ee = 
teiler von der Ordnung 2 enthalt, lk ‘ und ( 0 aa Seine 
Faktorgruppe ist die Ikosaedergruppe. 
Diese 120 Substitutionen iibe man nun aus auf die Variablen x und 

y der quadratischen Form 

ax*+bxy+cy?. 
Bezeichnet man eine der so entstehenden Formen mit 

a’x®+b'xy+c' y*, 
so sind die neuen Koeffizienten lineare Formen der alten, d. h. die 
Koeffizienten a, 6 und c erfahren eine ternare Substitution, die (nach 
einer von Hurwitz eingefiihrten Bezeichnungsweise) induziert ist durch 
die Substitution auf die Variablen. Die induzierte Substitutionsgruppe 
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ist nur noch von der Ordnung 60 und mit der Ikosaedergruppe iso- 
morph, sie muB also mit /’ oder J” aquivalent sein. Eine elementare 
Rechnung zeigt, daB, wenn man die binare Form in der Gestalt annimmt 


Ax + 2Agxy—A,y =f (x, 9) 
und die transformierte entsprechend mit 
Ajx?+2Agxy—Azy? =f (x,y) 
bezeichnet, die 3 Koeffizienten Ay, A,, A, gerade die Substitutionen 


I’ erfahren. 

Folgende 3 Operationen erzeugen also aus der Form 

A,x*+2-A,xy—A,y? 

dieselben 60 Formen: — 

1. Man wtbt auf die Variablen x und y die 120 binaren Substitu- 
tionen aus. 

2. Man wbt auf die Koeffizienten Ay», A,, A, die 60 Substitutionen 
von I" aus. 

3. Man ersetzt die Formen, die ja im Ikosaederkorper liegen, durch . 
die konjugierten. . 

Jetzt setzen wir die Form f(x, y) gleich Null und erhalten 


x —AjtV 43+ 41 4, a, 
yy Ay cae 
Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen 


stellt die Determinante der Form dar und bleibt daher fiir alle 60 Formen 
derselbe, d.h. d@ liegt im Grundkorper. Seine Quadratwurzel ist eine 
akzessorische Irrationalitat, die mit dem Ikosaederk6rper nichts zu tun 
hat, deren Adjunktion zum Grundkorper wir aber nicht vermeiden 
k6nnen. 

Die Wurzeln der iibrigen Formen sind nun identisch mit den zu 
« konjugierten GroBen. Wegen 1. erhalt man sie jedoch, indem man 
in der Gleichung 


A Pia Oh 

auf die linke Seite die gebrochenen linearen Substitutionen anwendet 
und nach x/y aufldst, also mit anderen Worten: indem man auf « die 
inversen gebrochenen linearen Ikosaedersubstitutionen ausiibt. Diese 
gehéren aber zur selben Gruppe, und wir haben daher in « eine GréBe 
des Ikosaederkérpers, welche beim Ubergang zu den konjugierten 
eben diese gebrochene Substitutionsgruppe erfahrt. Setzt man sie in 
der zugehorigen Invariante (Klein a.a.O. § 13) 

[—220 — 1 + 228 (215 — 25) — 494 z10]8 ay 


oa 1728 [z(° +112—]> — (z) 
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ein, so erhalt man fiir Z eine GroBe des Grundkoérpers. Man erhalt 
also durch Auflésung der Gleichung 

Py = Z 
jeden Ikosaederkérper, und wir kénnen in jedem solchen Korper von 
vornherein eine Zahl « angeben, welche dieser Gleichung im Grund- 
kérper geniigt, wobei wir stets voraussetzen, daB V d mit zum Grund- 
kérper gerechnet wird. 


SchluB. 


Die Gruppentheorie ordnet sich der Theorie der allgemeinen hyper- 
komplexen Zahlen unter, welche von Dedekind, WeierstraB, Molten, 
Frobenius, Cartan geschaffen worden ist und neuerdings unter dem 
Namen einer Theorie der Algebren eine bemerkenswerte Weiterent- 
wicklung erfahren hat. Man findet die moderne Lehre dargestellt in: 
dem Werk von L. E. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, tiber- 
setzt von J]. J. Burckhardt und E. Schubarth, Zirich 1927, van der 
Waerden, Moderne Algebra, Deuring, Algebren, Berlin 1935. 


Absichtlich haben wir mehrere Uberlegungen von §58 an mit 
Methoden gefiihrt, die dorther stammen, und der Grund wird sofort 
klar, wenn man sich etwa tberlegt, wie unleserlich z. B. die Formeln 
des Satzes 162 in der gewohnlichen Darstellung geworden waren. Dem 
analog ware es, wenn jemand die algebraische Zahlentheorie in die 
Sprache der zerlegbaren Formen zuriickiibersetzen wollte. 

Gehen wir zum §58 zuriick, so handelt es sich fiir uns jetzt nur 
um solche Falle, in denen die Koeffizienten der Elemente algebraische 
Zahlen sind, und wir wollen nun zeigen, daB das schwierige und tief- 
liegende Problem der Gitter in » Dimensionen, wie es in den §§ 65 
und 68 behandelt wurde, im wesentlichen auf eine Theorie der rechts- 
und linksseitigen Ideale in der Algebra, welche durch die Gruppe dei 
Gittersymmetrien bestimmt ist, herauskommt, wobei als Koeffizienten 
nur rationale Zahlen zugelassen werden. 

Das Gelenk, welches die Theorie der Substitutionen mit der eben 
beschriebenen Zahlentheorie verbindet, ist Satz 160 und 161, womit 
ferner zu vergleichen ist Satz 97 und 121. Bezeichnet man die Zahlen 
der Algebra mit ganzen rationalen Koeffizienten als ganze Zahlen, so 
liefern die Zahlen einer ganzzahligen Substitutionsgruppe nach Satz 160 
Systeme von ganzen Zahlen, welche bei rechtsseitiger Multiplikation 
mit den Gruppenelementen eine ganzzahlige Substitution erfahren. Der 
durch eine solche Zeile erzeugte Modul mit ganzzahligen Koeffizienten a, 


Oy Ci + Aelia + + Onlin | 
bildet daher ein rechtsseitiges Ideal. Ganzzahlig aquivalente Substitu- 


tionsgruppen derselben Klasse (vgl. den fiir diese Theorie ‘fundamen- 
talen Satz 190) ergeben dasselbe Ideal. 
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Satz 185 besagt nun in der Sprache der Algebren, daB jede der 
Algebren, welche durch Gruppen entstehen, die ,,direkte Summe‘‘ von 
rational irreduziblen Algebren ist. Jeder rational irreduzible Bestandteil 
muB fiir sich betrachtet werden, damit eine klare Zahlentheorie ent- 
steht. Es ist dies die genaue Verallgemeinerung der Tatsache, daB 
der Koérper der f-ten Einheitswurzeln blo8 den Grad p—1 hat. 

Will man eine rational irreduzible Algebra weiter zerlegen, so mu8 
man den Korper der Charaktere adjungieren. Dieser bildet das ,,Zentrum“ 
der Algebra. Die so entstehenden Algebren lassen sich nicht weiter 
zerlegen, aber durch Einfiihrung gewisser weiterer Irrationalitaten kann 
man sie auf die Gestalt der ,,einfachen Matrixalgebren“ bringen. Dies 
ist der Inhalt der Sadtze 162 und 181]. 

Die Theorie der Idealklassen ist koordiniert mit der Frage nach 
den ganzzahlig aquivalenten Substitutionsgruppen, also mit Satz 190. 

Ferner besagt Satz 206, daB die zweiseitigen Primideale, welche 
nicht in der Ordnung der Gruppe aufgehen, schon im Zentrum der 
Algebra liegen, wahrend Satz 204 einigen Aufschlu8 tiber die sog. 
Diskriminantenteiler liefert. 

Hier endet die selbstandige Stellung der Gruppentheorie. Sie miindet 
in die allgemeine Zahlentheorie, indem sie ihr wertvolle neue Erkenntnis 
zufiihrt. 
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